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2 Ââåäåíèå

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà - îáëàñòü ìàòåìàòèêè, èãðàþùàÿ èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå ïðè ðå-
øåíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ âîïðîñîâ. Îíà âî ìíîãîì ôîðìèðóåò ñàì ÿçûê, íà êîòîðîì
ôîðìóëèðóþòñÿ ìíîãèå çàäà÷è êàê ôóíäàìåíòàëüíûõ, òàê è ïðèêëàäíûõ íàóê. Ïîýòî-
ìó åå èçó÷åíèå ñîñòàâëÿåò âàæíåéøóþ ÷àñòü åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî îáðàçîâàíèÿ. Öåëüþ
ýòîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ñæàòîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ñþæåòîâ ýòîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè,
äîñòàòî÷íîå äëÿ óâåðåííîãî âëàäåíèÿ ïðåäìåòîì. Èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ
ñîïðîâîæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäà÷àìè è ðàçáîðîì ïðèìåðîâ. Îñíîâíîé òåêñò ïîñî-
áèÿ íå âêëþ÷àåò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ðàçáîð ïðèìåðîâ, çàäà÷è, êîíòðîëüíûå âîïðîñû.
Èõ ìîæíî îòêðûòü è îçíàêîìèòüñÿ ñ íèìè â îòäåëüíîì îêíå, åñëè ó ÷èòàòåëÿ âîçíèêíåò
òàêîå æåëàíèå. Òå ïîíÿòèÿ è îáúåêòû, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå (ìàòðèöû,
âåêòîðà, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, áàçèñ, ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü, ñîáñòâåííûå âåêòîðà
è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ìíîãîå äðóãîå) âõîäÿò â ôóíäàìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçî-
âàíèÿ. Èõ èñïîëüçîâàíèå, äàëüíåéøåå ðàçâèòèå è îáîáùåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ íàèáîëåå
âàæíûìè íàïðàâëåíèÿìè ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ïðèêëàäíûõ íàóê. Çäåñü
èçëàãàþòñÿ òå ðàçäåëû ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåîáõîäèìûìè
äëÿ èíæåíåðà (â øèðîêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà). Äàëüíåéøèå ãëàâû ëèíåéíîé àëãåáðû è
ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè â íèæåïåðå÷èñëåííûõ êíèãàõ, êîòîðûå ïðèâåäåíû
çäåñü â (ïðèìåðíîì) ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëîæíîñòè.

Ã.Å.Øèëîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà). Ì.,
1962.

Ï. Ëàíêàñòåð. Òåîðèÿ ìàòðèö. Ì., Íàóêà 1973.
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Óïîìÿíåì çäåñü
Ä.Ê.Ôàääååâ, È.Ñ.Ñîìèíñêèé. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé àëãåáðå. Ì., Íàóêà, 1968.
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3 Ìàòðèöû è äåéñòâèÿ ñ íèìè, îïðåäåëèòåëè

3.1 Ìàòðèöû

Ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ÷èñåë

A =


A11 A12 A13 . . . A1n

A21 A22 A23 . . . A2n
...

...
...

. . .
...

Am1 Am2 Am3 . . . Amn

 ,

èìåþùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Â êà÷åñòâå ÷èñåë ìû áóäåì èìåòü â âèäó ýëåìåíòû âåùå-
ñòâåííîé îñè R. ×èñëà Aik íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû, ÷èñëî i ïðè ýòîì - íîìåð
ñòðîêè, â êîòîðîé ñòîèò ýëåìåíò, ÷èñëî k - íîìåð ñòîëáöà. Îáû÷íî ìàòðèöà îáðàìëÿåòñÿ
ïàðîé êðóãëûõ ñêîáîê, â îòëè÷èå îò äðóãèõ îáúåêòîâ (îïðåäåëèòåëè è ò.ä.), êîòîðûå îá-
ðàìëÿþòñÿ äðóãèìè âèäàìè ñêîáîê. Ïàðà ÷èñåë (m,n) îïðåäåëÿþò òèï ìàòðèöû. Èíîãäà
ìàòðèöó îáîçíà÷àþò {Aik}1≤i≤m,1≤k≤n, èëè åùå êîðî÷å {Aik}, êîãäà ÿñíî, â êàêèõ ïðåäåëàõ
èçìåíÿþòñÿ m è n. Åñëè ìàòðèöà èìååò îäíó ñòðîêó, åå íàçûâàþò ìàòðèöà-ñòðîêà, åñëè
ìàòðèöà èìååò îäèí ñòîëáåö - ìàòðèöà ñòîëáåö.

Âèäû ìàòðèö. Åñëè m = n, ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, ÷èñëî n ïðè ýòîì
íàçûâàþò ïîðÿäêîì ìàòðèöû . Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âèäà

A =


λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λn

 ,

íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé è îáîçíà÷àåòñÿ A = diag{λ1, λ2, ...., λn}. Åñëè ìàòðèöà èìååò
ñòðóêòóðó

A =


A11 A12 A13 . . . A1n

0 A22 A23 . . . A2n

0 0 A33 . . . A3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . Ann

 ,
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îíà íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, åñëè

A =


A11 0 0 . . . 0
A21 A22 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

An1 An2 An3 . . . Ann

 ,

åå íàçûâàþò íèæíåòðåóãîëüíîé.
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ: ÷åìó ðàâåí A23, åñëè

A =

 1 4 −1
7 5 2
3 −6 7

?

3.2 Îïðåäåëèòåëè

3.2.1 Îïðåäåëåíèå

Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n ââîäèòñÿ âàæíåéøàÿ åå õàðàêòåðèñòèêà, íàçûâàåìàÿ
îïðåäåëèòåëåì (èíîãäà óïîòðåáëÿåòñÿ íàçâàíèå äåòåðìèíàíò).Ýòî ÷èñëî, êîòîðîå ïî
îïðåäåëåííîìó äîâîëüíî ñëîæíîìó ïðàâèëó ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöå. Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ
ìàòðèöû A = {Aik} ïðèìåíÿþò ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

detA = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 A13 . . . A1n

A21 A22 A23 . . . A2n
...

...
...

. . .
...

An1 An2 An3 . . . Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå ïðÿìûå ñêîáêè îòëè÷àþò îïðåäåëèòåëü îò ìàòðèöû (ïðè îáîçíà÷åíèè êîòîðîé èñïîëü-
çóþò êðóãëûå ñêîáêè). Â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà èñïîëüçóåòñÿ òî èëè èíîå îáîçíà÷åíèå
èç ïðèâåäåííûõ âûøå. ×èñëî n ïðè ýòîì íàçûâàþò òàêæå è ïîðÿäêîì îïðåäåëèòåëÿ. Ïðî
÷èñëà A11, A22, ..., Ann ãîâîðÿò, ÷òî îíè ñòîÿò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû (è, ñîîò-
âåòñòâåííî, îïðåäåëèòåëÿ).

Ìû áóäåì îïðåäåëÿòü ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ïîðÿäêó n.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìàòðèöó ïîðÿäêà 1, êîòîðàÿ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò (åñòü
1 ñòðîêà è 1 ñòîëáåö!). Äëÿ òàêîé ìàòðèöû îïðåäåëèòåëü ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì çíà÷åíèþ åå
ýëåìåíòà.

Äëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà 2,

A =

(
a b
c d

)
îïðåäåëèòåëü çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

detA = |A| =
∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.

Ïðèìåð. Ïóñòü

A =

(
2 3
4 5

)
,

òîãäà åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí detA = 2 · 5− 3 · 4 = −2.
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Äàëåå, ðàññìîòðèì ìàòðèöû ïîðÿäêà 3,

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 .

Âûáåðåì ïåðâóþ ñòðîêó ýòîé ìàòðèöû. Òîãäà ïîëàãàþò (âûïèñûâàÿ ôîðìóëó, ñëåäóÿ ïî
ýòîé ñòðîêå):

detA = a11 · Ã11 + a12 · Ã12 + a13 · Ã13, (1)

ãäå âåëè÷èíû Ãik, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè äîïîëíåíèÿìè ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû aik, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Ã11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ , Ã12 = (−1)1+2

∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ , Ã13 = (−1)1+3

∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ . (2)

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ Ãik:
à) çíàêîâûé ìíîæèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé íîìåðà ñòðîêè è ñòîëáöà i+ k,
á) âòîðîé ìíîæèòåëü ïîëó÷àåòñÿ òàê: â èñõîäíîé ìàòðèöå âû÷åðêèâàåòñÿ ñòðîêà i è

ñòîëáåö k è âû÷èñëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü îñòàâøåéñÿ ìàòðèöû (â äàííîì ñëó÷àå îíà ïîðÿäêà
2 è ðåöåïò âû÷èñëåíèÿ åå îïðåäåëèòåëÿ ñì. âûøå).

Ôîðìóëû (2) âûïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íîìåð ñòðîêè ðàâåí 1, îäíàêî àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ìîæíî ââåñòè Ãik äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ ñòðîê.
Ôîðìóëà (1) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå. Àíàëîãè÷-

íûì îáðàçîì ìîæíî íàïèñàòü ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ëþáîé ñòðîêå,

detA = ai1 · Ãi1 + ai2 · Ãi2 + ai3 · Ãi3, (3)

i = 1, 2, 3, è äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà,

detA = a1k · Ã1k + a2k · Ã2k + a3k · Ã3k, (4)

k = 1, 2, 3.
Óòâåðæäåíèå 1. Çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå âû÷èñ-

ëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (3), (4), îäíî è òî æå (ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà íîìåðà ñòðîêè èëè
ñòîëáöà).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà 3 çàâåðøåíî.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïîðÿäêà n = 4. Äëÿ íåå ìû íàïèøåì ôîðìóëó, àíàëîãè÷-

íóþ (3), êîòîðàÿ, îäíàêî, áóäåò âêëþ÷àòü 4 ñëàãàåìûõ,

detA = ai1 · Ãi1 + ai2 · Ãi2 + ai3 · Ãi3 + ai4 · Ãi4, (5)

èëè àíàëîãè÷íóþ (4), ïðè÷åì çíà÷åíèÿ Ãik âû÷èñëÿþòñÿ ïî òîìó æå ïðàâèëó, ÷òî è ðà-
íåå. Ïðè ýòîì ñëåäóåò âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëè 3-ãî ïîðÿäêà (óæå îïðåäåëåííûå âûøå).
Ñïðàâåäëèâ àíàëîã Óòâåðæäåíèÿ 1.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåäóðó, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà ÷åðåç çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëåé ìåíüøåãî ïîðÿäêà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n
ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

detA = ai1 · Ãi1 + ai2 · Ãi2 + ai3 · Ãi3 + ...+ ain · Ãin, (6)

i = 1, 2, 3, ..., n,

detA = a1k · Ã1k + a2k · Ã2k + a3k · Ã3k + ...+ ank · Ãnk, (7)

5



k = 1, 2, ..., n (òàê ÷òî Óòâåðæäåíèå 1 ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû, åñëè

âìåñòî (3) è (4) èìåòü â âèäó (6) è (7) ). Âåëè÷èíû Ãik âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì
âûøå ïðàâèëàì è ÿâëÿþòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, îïðåäåëèòåëÿìè ïîðÿäêà n − 1. Ýòè
ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå i èëè ñòîëáöó
k.

Çàìå÷àíèå. Óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàïèñè ôîðìóë òèïà (7) îáîçíà÷åíèå ñóììèðî-
âàíèÿ

det(A) =
n∑

m=1

amk · Ãmk,

ãäå ïîä çíàêîì ñóììèðîâàíèÿ óêàçàíû èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ (â äàííîì ñëó÷àå m) è íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå (â äàííîì ñëó÷àå m = 1). Ýòî îáîçíà÷åíèå ïîçâîëÿåò ýêîíîìè÷íî çàïè-
ñûâàòü äëèííûå ôîðìóëû.

Çàìå÷àíèå. Ìû ââîäèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû n−ãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíò-
íîé (ïîñëåäîâàòåëüíîé ïî ïîðÿäêó n) ïðîöåäóðû. Ñóùåñòâóåò è ïðÿìîå îïðåäåëåíèå ýòîãî
ïîíÿòèÿ, òðåáóþùåå ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçäêîãî ðàññìîòðåíèÿ. Åñëè åãî èñïîëüçîâàòü,
ñîîòíîøåíèÿ (6), (7) ñòàíîâÿòñÿ òåîðåìàìè.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 7 4
4 −1 3

∣∣∣∣∣∣ .
Íàïèøåì åãî ðàçëîæåíèå ïî âòîðîìó ñòîëáöó,∣∣∣∣∣∣

1 2 3
3 7 4
4 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−1)1+2 ·
∣∣∣∣ 3 4
4 3

∣∣∣∣+ 7 · (−1)2+2 ·
∣∣∣∣ 1 3
4 3

∣∣∣∣+ (−1) · (−1)2+3 ·
∣∣∣∣ 1 3
3 4

∣∣∣∣ =
2 · (−1) · (3 · 3− 4 · 4) + 7 · (1 · 3− 3 · 4) + (−1) · (−1) · (1 · 4− 3 · 3) =

−2 · (−7) + 7 · (−9)− 5 = −54.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ: âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣
2 −1 4
1 2 3
3 1 5

∣∣∣∣∣∣
ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî 3 ñòîëáöó.

3.2.2 Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïðåäå-
ëèòåëåé.

1. Åñëè ó îïðåäåëèòåëÿ ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ëþáûå 2 ñòðîêè, îí èçìåíèò çíàê.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ó îïðåäåëèòåëÿ åñòü 2 îäèíàêîâûå ñòðîêè, îí ðàâåí íóëþ.
2. Åñëè ê ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ ïðèáàâèòü ëþáóþ äðóãóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ïðî-

èçâîëüíîå ÷èñëî, çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíèòñÿ.
Ïðèìåð. Âîçüìåì îïðåäåëèòåëü

D =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 7 4
4 −1 3

∣∣∣∣∣∣ . (8)
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Ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà −3, ê òðåòüåé - ïåðâóþ, óìíîæåííóþ
íà −4. Ïîëó÷èì:

D =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3

3 + 1 · (−3) 7 + 2 · (−3) 4 + 3 · (−3)
4 + 1 · (−4) −1 + 2 · (−4) 3 + 3 · (−4)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 1 −5
0 −9 −9

∣∣∣∣∣∣ =
1 · (1 · (−9)− (−5) · (−9)) = −54.

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëîæåíèå ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, â êîòîðîì òîëüêî
îäèí ýëåìåíò îòëè÷åí îò íóëÿ, è òîëüêî îí ïðèâîäèò ê íåíóëåâîìó ñëàãàåìîìó (íóëåâûå
ìû íå âûïèñûâàëè).

3. Åñëè ýëåìåíòû ñòðîêè îáëàäàþò îáùèì ìíîæèòåëåì, åãî ìîæíî âûíåñòè çà çíàê
îïðåäåëèòåëÿ.

Ïðèìåð. Âîçüìåì îïðåäåëèòåëü

D =

∣∣∣∣∣∣
5 10 15
3 7 4
4 −1 3

∣∣∣∣∣∣ .
Ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè îáëàäàþò îáùèì ìíîæèòåëåì 5. Âûíîñèì åãî çà çíàê îïðåäåëè-
òåëÿ, ïîëó÷àåì:

D = 5 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 7 4
4 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = 5 · (−54) = −270.

4. Ïóñòü i-àÿ ñòðîêà îïðåäåëèòåëÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïàðû ñòðîê
(íå îáÿçàòåëüíî ïîñëåäíèå - ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ), aik = bik + cik, k = 1, 2, ..., n. Òîãäà
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
bi1 bi2 . . . bin
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
ci1 ci2 . . . cin
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Â ýòîé ôîðìóëå íå óêàçàííûå ÿâíî ýëåìåíòû ñîâïàäàþò, åñëè ñòîÿò íà îäèíàêîâûõ ïîçè-
öèÿõ.

5. Àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà ñïðàâåäëèâû è ïðè çàìåíå ñòðîê íà ñòîëáöû.
6. Îïðåäåëèòåëü âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òî æå ñàìîå äëÿ íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû.
Êîíòðîëüíîå çàäàíèå. Äîêàæèòå ïðèâåäåííîå âûøå ñëåäñòâèå ñâîéñòâà 1.
Êîíòðîëüíîå çàäàíèå. Äîêàæèòå ñâîéñòâî 6.

3.2.3 Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé

Îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé ïîçâîëÿþò áûñòðî âû÷èñëÿòü èõ çíà÷åíèå (ïðè
íå î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n, îáû÷íî â ïðåäåëàõ 3-4-5). Îáùàÿ èäåÿ òàêîâà: ñ ïîìîùüþ
âû÷èòàíèé èç ñòðîê äðóãèõ ñòðîê ñ ïîäõîäÿùèìè ìíîæèòåëÿìè äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
â êàêîé-òî ñòðîêå èëè ñòîëáöå ïîÿâèëîñü ìíîãî íóëåé. Òîãäà ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ
ïî ýòîé ñòðîêå äàñò ìàëîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. (Àíàëîãè÷íûå ìàíèïóëÿöèè âîçìîæíû è ñî
ñòîëáöàìè). Èìåííî òàêàÿ òåõíèêà áûëà ïðèìåíåíà âûøå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ
(8).
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Ïðèìåð. Ïóñòü

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Âû÷òåì ïåðâóþ ñòðîêó èç âòîðîé, èç òðåòüåé, èç ÷åòâåðòîé. Ïîëó÷èì:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 1 2 3
0 3 8 15
0 7 26 63

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïîëó÷àåì:

D =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 8 15
7 26 63

∣∣∣∣∣∣ .
Âû÷òåì ïåðâóþ ñòðîêó 3 ðàçà èç âòîðîé è 7 ðàç èç òðåòüåé, ïîëó÷àåì:

D =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 2 6
0 12 42

∣∣∣∣∣∣ .
Ðàñêëàäûâàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, íàõîäèì:

D =

∣∣∣∣ 2 6
12 42

∣∣∣∣ = 84− 72 = 12.

Èíîãäà ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü åãî ÿâíóþ èëè ñêðûòóþ
ñèììåòðèþ.

Ïðèìåð. Ïóñòü

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 1 1
1 4 1 1
1 1 4 1
1 1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå âñå îñòàëüíûå. Ïîëó÷èì:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 7 7 7
1 4 1 1
1 1 4 1
1 1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü 7. Âûíîñèì åãî, òàê ÷òî

D = 7 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 4 1 1
1 1 4 1
1 1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Âû÷èòàåì òåïåðü ïåðâóþ ñòðîêó îïðåäåëèòåëÿ èç âñåõ îñòàëüíûõ. Ïðè ýòîì

D = 7 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Â èòîãå ïðèøëè ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû, òàê ÷òî D =
7 · 3 · 3 · 3 = 189.

Çàäà÷è.

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:
1.

A =

∣∣∣∣ 1 4
7 5

∣∣∣∣
2.

A =

∣∣∣∣ a+ b a− b
a− b a+ b

∣∣∣∣
3.

A =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣
4.

A =

∣∣∣∣∣∣
246 427 327
1014 543 443
−342 721 621

∣∣∣∣∣∣
5.

A =

∣∣∣∣∣∣
x y x+ y
y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣
6.

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
7.

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
−2 1 −4 3
3 −4 −1 2
4 3 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
8.

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

∣∣∣∣∣∣∣∣
9.

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 0 0 0
1 4 3 0 0
0 1 4 3 0
0 0 1 4 3
0 0 0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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3.3 Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè

3.3.1 Ñëîæåíèå ìàòðèö

Ñëîæåíèå îïðåäåëåíî äëÿ ìàòðèö îäíîãî òèïà, ò.å. äëÿ ìàòðèö, ó êîòîðûõ ÷èñëî ñòðîê è
ñòîëáöîâ ñîâïàäàåò. Ñóììà ìàòðèö A = {Aik} è B = {Bik}, ìàòðèöà A+ B, îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: (A + B)ik = Aik + Bik, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ n. Èíûìè ñëîâàìè:
ñêëàäûâàþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèö A è B, ñòîÿùèå íà îäèíàêîâîì ìåñòå (ò.å. íà ïåðåñå÷åíèè
îäèíàêîâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ) è çàïèñûâàþòñÿ â òî æå ìåñòî.

Ïðèìåð. Ïóñòü

A =

(
1 4 −1
3 −6 7

)
,

B =

(
2 1 0
1 3 4

)
,

òîãäà

A+B =

(
3 5 −1
4 −3 11

)
.

3.3.2 Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî

Ïóñòü A = {aik} - ìàòðèöà òèïà (m,n), λ - ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ìàòðèöà {λaik}
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà λ íà ìàòðèöó A è îáîçíà÷àåòñÿ λ · A.

Ïðèìåð. Ïóñòü

A =

 1 4 −1
7 5 2
3 −6 7

 ,

òîãäà

5A =

 5 20 −5
35 25 10
15 −30 35

 .

Êîíòðîëüíîå çàäàíèå. Ïóñòü

A =

(
2 3
4 5

)
, B =

(
1 −2
3 4

)
.

Âû÷èñëèòü 3A− 2B.
Çàìå÷àíèå. Êàê è â îáû÷íîé, â ìàòðè÷íîé àðèôìåòèêå çíàê óìíîæåíèÿ èíîãäà íå

óêàçûâàþò, òàê ÷òî âûðàæåíèÿ c · A è cA ðàâíîïðàâíû.

3.3.3 Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö

Åñëè äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A åå ñòðîêè çàïèñàòü êàê ñòîëáöû, ïîëó÷èì íîâóþ ìàòðèöó,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé èñõîäíîé, è îáîçíà÷àåòñÿ AT .

Ïðèìåð. Ïóñòü

A =

 1 4 −1 4
7 5 2 2
3 −6 7 8

 ,

òîãäà

AT =


1 7 3
4 5 −6
−1 2 7
4 2 8

 .
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Ïîä÷åðêíåì, åñëè ìàòðèöà A èìååò òèï (m,n), òî AT èìååò òèï (n,m), òàê ÷òî ýòà
îïåðàöèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåò òèï ìàòðèöû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A áûëà ìàòðèöåé-
ñòîëáöîì, AT áóäåò ìàòðèöåé-ñòðîêîé òîé æå äëèíû. Ïîýòîìó èç òèïîãðàôñêèõ ñîîá-
ðàæåíèé ìàòðèöó-ñòîëáåö ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå (a1, a2, a3, ...., an)

T (ýòî âûðàæåíèå
çàíèìàåò ìåíüøå ìåñòà).

3.3.4 Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè

Ââåäåííûå îïåðàöèè îáëàäàþò ìíîãèìè åñòåñòâåííûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïå-
ðå÷èñëèì ðÿä èç íèõ.

1. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B,C îäíîãî òèïà (A+B)+C = A+(B+C) (àññîöèàòèâíîñòü
ñëîæåíèÿ).

2. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B îäíîãî òèïà A+B = B + A (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ).
3. Ïóñòü (m,n)-ìàòðèöà O ñîñòîèò èç íóëåé. Òàêàÿ ìàòðèöà èãðàåò ðîëü íóëÿ ïðè

ñëîæåíèè ìàòðèö òèïà (m,n), A+O = A, 0 · A = O äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A òîãî æå òèïà.
4. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë c1, c2 è ëþáîé ìàòðèöû A âåðíî (c1 + c2)A = c1A+ c2A.
5. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B îäíîãî òèïà è ëþáîãî ÷èñëà c âåðíî c(A+B) = cA+ cB.
6. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë c1, c2 è ëþáîé ìàòðèöû A âåðíî (c1c2)A = c1(c2A).
7. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A âåðíî 1 · A = A.
8. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B îäíîãî òèïà (A+B)T = AT +BT .
9. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c è ëþáîé ìàòðèöû A âåðíî: (cA)T = cAT .
10. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû detA = detAT .
11. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû (AT )T = A.

3.3.5 Óìíîæåíèå ìàòðèö

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óìíîæåíèå ìàòðèöû-ñòðîêè íà ìàòðèöó ñòîëáåö. Ïóñòü A =
(a1, a2, ..., an), B = (b1, b2, ..., bn)

T . Òîãäà

AB = a1b1 + a2b2 + ....+ anbn =
n∑

m=1

ambm. (9)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî îïðåäåëåíî óìíîæåíèå ìåæäó A è B, íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëèíà
ñòðîêè áûëà ðàâíà äëèíå ñòîëáöà. Ýòî óñëîâèå íàçûâàþò óñëîâèåì ñîãëàñîâàíèÿ òèïîâ.
Ôîðìóëó (9) íàçûâàþò ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ ñòðî÷êè íà ñòîëáåö.

Òåïåðü îáñóäèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò òèï (m,n), à ìàòðèöà B èìååò
òèï (n, p) (òàê ÷òî äëèíà ñòðîêè ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ñòîëáöà ìàòðèöû B).
Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü èõ ïðîèçâåäåíèå, ìàòðèöó C, ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìàòðèöà C
áóäåò èìåòü òèï (m, p), ïðè÷åì äëÿ âû÷èñëåíèÿ åå ýëåìåíòà Cik, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ p,
ñëåäóåò âçÿòü ñòðîêó ñ íîìåðîì i ìàòðèöû A è óìíîæèòü íà ñòîëáåö ñ íîìåðîì k ìàòðèöû
B,

cik = ai1b1k + ai2b2k + ...+ ainbnk =
n∑

m=1

aimbmk.

Òàêèì îáðàçîì ñëåäóåò âû÷èñëèòü âñå mp ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì,
÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïåðåìíîæàòü ìàòðèöû A è B, èõ òèïû

äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû!

Ïðèìåð. Ïóñòü

A =

(
1 4 −1
3 −6 7

)
, B =

 2 1
1 3
−3 5

 .

11



Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà A èìååò òèï (2,3), ìàòðèöà B èìååò òèï (3,2), òàê ÷òî òèïû
ìàòðèö ñîãëàñíîâàíû è â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ A íà B ïîëó÷èì ìàòðèöó òèïà (2, 2).
Ïîëó÷àåì:

AB =

(
1 · 2 + 4 · 1 + (−1) · (−3) 1 · 1 + 4 · 3 + (−1) · 5
3 · 2 + (−6) · 1 + 7 · (−3) 3 · 1 + (−6) · 3 + 7 · 5

)
=

(
9 8

−21 20

)
.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïðèâåäåííûõ ìàòðèö ïðîèçâåäåíèå BA íå îïðåäåëåíî - òèïû ìàòðèö
B è A íå ñîãëàñîâàíû. Ýòî îòðàæàåò îáùóþ ñèòóàöèþ: ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé (â îòëè÷èå îò îáû÷íîé àðèôìåòèêè) - è äàæå
ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü äëÿ îäíîãî âûáîðà ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, ñóùåñòâóÿ äëÿ äðóãîãî.

3.3.6 Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè (ïðîäîëæåíèå)

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö òàêæå îáëàäàåò ðÿäîì åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ. (Íèæå ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî òèïû ìàòðèö A,B ñîãëàñîâàíû, òàê ÷òî èõ ìîæíî ïåðåìíîæàòü).

1. (cA)B = A(cB) = cAB.
2. (A1 + A2)B = A1B + A2B.
3. A(B1 +B2) = AB1 + AB2.
4. (AB)C = A(BC).
5. (AB)T = BTAT .
6. Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A,B îäíîãî òèïà det(AB) = detA · detB.
7. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n, E = diag{1, 1, 1, ..., 1}. Òàêàÿ ìàòðèöà

èãðàåò âûäåëåííóþ ðîëü â óìíîæåíèè ìàòðèö: äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B èìååì EA = A,
BE = B. Ìàòðèöà E íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n. Ñîãëàñíî îïèñàííûì
âûøå ðåçóëüòàòàì, detE = 1.

Çàäà÷è.

1. Óìíîæèòü ìàòðèöû:
à) (

2 1
3 4

)
·
(

1 −1
2 1

)
.

á)  3 1 1
2 1 2
1 2 1

 ·

 1 1 −1
2 −1 1
−1 2 1

 .

2. Âû÷èñëèòü (
3 2
−4 −2

)5

.

3. Âû÷èñëèòü AB −BA, åñëè
à)

A =

 1 2 3
1 −1 0
−1 2 1

 , B =

 4 2 3
−1 1 3
1 2 1

 .

á)

A =

 2 1 0
1 1 2
1 2 1

 , B =

 3 1 −2
1 −1 3
3 5 1

 .

4. Âû÷èñëèòü
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à) f(A), åñëè f(x) = x2 − 3x+ 3,

A =

 −1 3 2
1 −1 3
−1 2 1

 .

á) f(A), åñëè f(x) = x2 + 4x− 2,

A =

 2 1 1
3 −1 2
−1 2 0

 .

5. Ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà

A =

(
a b
c d

)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x2 − (a+ d)x+ (ad− bc) = 0.

3.3.7 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Â ðàìêàõ îáû÷íîé àðèôìåòèêè îáñóæäàåòñÿ ðåøåíèå ÷èñëîâîãî óðàâíåíèÿ

ax = 1,

ãäå a - çàäàííîå ÷èñëî. Åñëè a ̸= 0, ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå
îáîçíà÷àåòñÿ x = a−1 è íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê a ÷èñëîì.

Ïóñòü A - çàäàííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàòðè÷íîå
óðàâíåíèå

AX = E. (10)

Îïðåäåëåíèå. Åñëè detA ̸= 0, ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé.
Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé, îáðàòíîé A.
Òåîðåìà.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà îáðàòíàÿ A ìàòðèöà, íåáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ìàòðèöà A áûëà íåâûðîæäåííîé.
Îáðàòíóþ ìàòðèöó îáîçíà÷àþò A−1.
Îñíîâíûå ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû.
1.

AA−1 = A−1A = E.

2.
det(A−1) = (detA)−1.

3. Åñëè êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n A èB íåâûðîæäåíû, òî AB òîæå íåâûðîæäåíà,
ó íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì (AB)−1 = B−1A−1.

4. Äëÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A âåðíî: (A−1)−1 = A.
5. Äëÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A âåðíî: (AT )−1 = (A−1)T .
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Äîêàæèòå ýòè ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû ñóùåñòâóþò ÿâíûå ôîðìóëû.
Ïóñòü A - êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Âû÷èñëèì ìàòðèöó D -

ìàòðèöó àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì

Dik = (−1)i+kdet(Ãik), 1 ≤ i, k ≤ n, (11)
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ãäå Ãik- ìàòðèöà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ i-îé ñòðîêè è
k-òîãî ñòîëáöà. Òîãäà

A−1 =
DT

detA
.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 2,

A =

(
a b
c d

)
,

detA = ad− bc ̸= 0. Ñëåäóÿ (11), ïîëó÷àåì:

D =

(
d −c
−b a

)
,

òàê ÷òî

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà 2 ôîðìóëû äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòûå. Äëÿ áîëüøèõ ïîðÿäêîâ ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçäêèìè.

Çàäà÷à. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöû
1.

A =

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

 .

2.

A =

 2 −1 0
0 2 −1
−1 −1 1

 .

3.

A =

 1 1 1
1 2 2
2 3 4

 .

3.3.8 Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

Ìàòðè÷íûìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

AX = G, (12)

XB = G, (13)

AXB = G, (14)

ãäå ìàòðèöû A,B,G çàäàíû è òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìàòðèöó X. Ìû áóäåì çäåñü ñ÷èòàòü,
÷òî ìàòðèöû A,B,G - êâàäðàòíûå îäíîãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé íåòðóäíî
ïîñòðîèòü, åñëè ìàòðèöû A,B íåâûðîæäåíû, òàê ÷òî ñóùåñòâóþò èõ îáðàòíûå A−1, B−1.
Óìíîæàÿ, íàïðèìåð, óðàâíåíèå (12) ñëåâà íà ìàòðèöó A−1, ïîëó÷àåì:

A−1(AX) = (A−1A)X = EX = X = A−1G.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (13) ñïðàâà íà B−1, ïîëó÷àåì:

(XB)B−1 = X(BB−1) = XE = X = GB−1.
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Àíàëîãè÷íî, óìíîæàÿ (14) ñëåâà íà A−1 è ñïðàâà íà B−1, ïîëó÷èì:

X = A−1GB−1.

Çàäà÷è.

1. Íàéòè ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (12), åñëè

A =

(
2 6
−9 3

)
, G =

(
−26 −50
27 −15

)
.

2. Íàéòè ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (12), åñëè

A =

(
8 −7
−5 4

)
, G =

(
25 −34
−16 22

)
.

3. Íàéòè ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (13), åñëè

B =

(
−8 −5
−9 5

)
, G =

(
−20 30
−19 20

)
.

4. Íàéòè ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (13), åñëè

B =

(
9 8
−3 7

)
, G =

(
−72 23
0 58

)
.

5. Íàéòè ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (14), åñëè

A =

(
4 2
3 −4

)
, B =

(
−1 2
−2 −1

)
, G =

(
20 −50
26 23

)
.

6. Íàéòè ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (14), åñëè

A =

(
−4 −2
−3 3

)
, B =

(
3 4
4 3

)
, G =

(
132 134
18 24

)
.

3.4 Ðàíã ìàòðèöû

3.4.1 Îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A òèïà (m,n). Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, m ≤ n. Âîçüìåì m ñòðîê
è âûáåðåì m ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ïîëó÷èòñÿ êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé íàçûâàþò ìèíîðîì ïîðÿäêà m ìàò-
ðèöû A. Åñëè ýòîò ìèíîð îòëè÷åí îò 0, åãî íàçûâàþò áàçèñíûì ìèíîðîì è ãîâîðÿò, ÷òî
ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí m. Åñëè æå ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0, òî âûáèðàþò äðóãèå m
ñòîëáöîâ, íà èõ ïåðåñå÷åíèè ñòîÿò ýëåìåíòû, îáðàçóþùèå äðóãîé ìèíîð ïîðÿäêà m. Åñ-
ëè ìèíîð ðàâåí 0, ïðîäîëæàåì ïðîöåäóðó. Åñëè ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà
m íåò îòëè÷íûõ îò íóëÿ, ìû âûáèðàåì m − 1 còðîê è ñòîëáöîâ èç ìàòðèöû A, íà èõ
ïåðåñå÷åíèè âîçíèêàåò êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m − 1, åå îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ
ìèíîðîì ïîðÿäêàm−1 èñõîäíîé ìàòðèöû. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåäóðó, èùåì íåíóëåâîé ìèíîð,
ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå ìèíîðû, ïîíèæàÿ èõ ïîðÿäîê.

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé ìèíîð äàííîé ìàòðèöû íàèâûñøåãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ áà-
çèñíûì ìèíîðîì èñõîäíîé ìàòðèöû, åãî ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A, ñòðî-
êè è ñòîëáöû, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ áàçèñíûé ìèíîð, íàçûâàþòñÿ áàçèñíûè
ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè. Ðàíã ìàòðèöû îáîçíà÷àåòñÿ rang(A).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò ïðîñòûå ñâîéñòâà ðàíãà ìàòðèöû: ýòî öåëîå ÷èñëî, ïðè-
÷åì ðàíã íåíóëåâîé ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì: 1 ≤ rang(A) ≤ min(m,n).

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Êàê èçìåíèòñÿ ðàíã ìàòðèöû, åñëè âû÷åðêíóòü êàêóþ-íèáóäü
ñòðîêó? Äîáàâèòü êàêóþ-íèáóäü ñòðîêó?
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3.4.2 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû

Ïóñòü A - ìàòðèöà òèïà (m,n). Ðàññìîòðèì ñòîëáöû ìàòðèöû A - ýòî ñòîëáöû èç m ÷èñåë
êàæäûé. Îáîçíà÷èì èõ A1, A2, ..., An. Ïóñòü c1, c2, ..., cn - êàêèå-òî ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Ñòîëáåö

D = c1A1 + c2A2 + ...+ cnAn =
n∑

m=1

cmAm

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ A1, A2, ..., An, ÷èñëà c1, c2, ..., cn íàçûâàþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíî p ñòîëáöîâ A1, A2, ..., Ap. Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà
c1, c2, ..., cp, ÷òî

1. íå âñå ýòè ÷èñëà ðàâíû íóëþ,
2. ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ c1A1 + c2A2 + ...+ cpAp =

∑p
m=1 cmAm ðàâíà íóëåâîìó ñòîëáöó

(ò.å. ñòîëáöó, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî íóëè),
òî ãîâîðÿò, ÷òî ñòîëáöû A1, A2, ..., Ap ëèíåéíî çàâèñèìû. Åñëè äëÿ äàííîãî íàáîðà

ñòîëáöîâ òàêèõ ÷èñåë c1, c2, ..., cn íå ñóùåñòâóåò, ñòîëáöû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûìè.

Ïðèìåð . Ðàññìîòðèì 2-ñòîëáöû

A1 =

(
1
0

)
, A2 =

(
0
1

)
,

òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë c1, c2 èìååì:

c1A1 + c2A2 = c1

(
1
0

)
+ c2

(
0
1

)
=

(
c1
c2

)
.

Ýòà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëåâîìó ñòîëáöó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ÷èñëà
c1, c2 ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ýòè ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòîëáöû áûëè ëèíåéíî çàâèñèìû, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû îäèí èç íèõ áûë ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñòîëáöûA1, A2, ..., Am ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.å. äëÿ íåêîòîðûõ
êîíñòàíò λ1, λ2, ..., λm, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 0, âûïîëíÿåòñÿ:

m∑
k=1

λkAk = 0

(â ïðàâîé ÷àñòè - íóëåâîé ñòîëáåö). Ïóñòü, íàïðèìåð, λ1 ̸= 0. Òîãäà

A1 =
m∑
k=2

ckAk, ck = −λk/λ1, (15)

ò.å. ïåðâûé ñòîëáåö - ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ. Íàîáîðîò,

3.4.3 Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:
1. Áàçèñíûå ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
2. Ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åãî áàçèñíûõ ñòîëáöîâ.
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(Àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ñòðîê).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, (m,n) - òèï ìàòðèöû A, rang(A) =

r ≤ n è áàçèñíûé ìèíîð ðàñïîëîæåí â ïåðâûõ r ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìàòðèöû A. Ïóñòü s -
ëþáîå ÷èñëî ìåæäó 1 è m, k - ëþáîå ÷èñëî ìåæäó 1 è n. Ðàññìîòðèì ìèíîð ñëåäóþùåãî
âèäà:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1r a1s
a21 a22 . . . a2r a2s
. . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arr ars
ak1 ak2 . . . akr aks

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ò.å. ìû ê áàçèñíîìó ìèíîðó ïðèïèñàëè s−ûé ñòîëáåö è k−óþ ñòðîêó. Ïî îïðåäåëåíèþ
ðàíãà ìàòðèöû ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ (åñëè ìû âûáðàëè s ≤ r èëè k ≤ r , çíà÷èò
â ýòîì ìèíîðå 2 îäèíàêîâûõ ñòîëáöà èëè 2 îäèíàêîâûõ ñòðîêè, åñëè s > r è k > r
- ïî îïðåäåëåíèþ ðàíãà ìèíîð ðàçìåðà áîëüøå r îáðàùàåòñÿ â íîëü). Ðàçëîæèì ýòîò
îïðåäåëèòåëü ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå, ïîëó÷èì:

ak1Ak1 + ak2Ak2 + ....+ akrAkr + aksAks = 0. (16)

Çäåñü ÷èñëà Akp - àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ èç íèæíåé ñòðîêè D. Èõ âåëè÷è-
íû íå çàâèñÿò îò k, ò.ê. îáðàçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ èç ïåðâûõ r ñòðîê. Ïðè ýòîì
âåëè÷èíà Aks - ýòî áàçèñíûé ìèíîð, îòëè÷íûé îò 0. Îáîçíà÷èì Ak1 = c1, Ak2 = c2, ..., Aks =
cs ̸= 0. Ïåðåïèøåì â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ (16):

c1ak1 + c2ak2 + ...+ crakr + csaks = 0,

èëè, ðàçäåëèâ íà cs,

aks = λ1ak1 + λ2ak2 + ...+ λrakr, λp = −cp/cs.

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ k, òàê ÷òî

a1s = λ1a11 + λ2a12 + ...+ λra1r,

a2s = λ1a21 + λ2a22 + ...+ λra2r,

........................................................

ams = λ1am1 + λ2am2 + ...+ λramr.

Èòàê, s−ûé ñòîëáåö ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâûõ r ñòîëáöîâ. Òåîðåìà äîêàçà-
íà.

Çàìå÷àíèå.Èç òåîðåìû î áàçèñíîì ìèíîðå ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó åå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ (êîòîðîå ðàâíî ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, òî ó íåãî åñòü ñòîëáåö, êîòîðûé ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ðàíã ìàòðèöû ìåíüøå ÷èñëà ñòîëáöîâ, òî ñòîëáöû ìàòðèöû ëè-
íåéíî çàâèñèìû.
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3.4.4 Âû÷èñëåíèå ðàíãà ìàòðèöû è íàõîæäåíèå áàçèñíîãî ìèíîðà

Íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû íå ìåíÿþò åå ðàíã. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî
íàçâàòü ýëåìåíòàðíûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôàêòû íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ
îïðåäåëèòåëåé è îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû.

1. Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ.
2. Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ êàêîãî-íèáóäü ñòîëáöà íà íåíóëåâîé ìíîæèòåëü.
3. Ïðèáàâëåíèå ê ñòîëáöó ëþáîãî äðóãîãî ñòîëáöà, óìíîæåííîãî íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñ-

ëî.
4. Âû÷åðêèâàíèå íóëåâîãî ñòîëáöà.
Àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ñòðîê.
Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê òàê íàçûâàåìîé

"òðàïåöèåâèäíîé"ôîðìå - ìàòðèöå, ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ òîëü-
êî íóëè. Äëÿ "òðàïåöèåâèäíîé"ìàòðèöû ðàíã - ýòî ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè, è áàçèñíûé ìèíîð - ìèíîð, äèàãîíàëü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =


2 1 11 2
1 0 4 −1
11 4 56 5
2 −1 5 −6

 .

Áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü åå ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ âûøå ïðåîáðàçîâàíèé.

A =


2 1 11 2
1 0 4 −1
11 4 56 5
2 −1 5 −6

 7→


1 0 4 −1
2 1 11 2
11 4 56 5
2 −1 5 −6

 7→


1 0 4 −1
0 1 3 4
0 4 12 16
0 −1 −3 −4

 7→


1 0 4 −1
0 1 3 4
0 0 0 0
0 0 0 0

 7→
(

1 0 4 −1
0 1 3 4

)
.

Çäåñü ìû ïîñëåäîâàòåëüíî äåëàåì ñëåäóþùèå øàãè: 1) ïåðåñòàâëÿåì âòîðóþ ñòðîêó íà-
âåðõ, 2) âû÷èòàåì ïåðâóþ ñòðîêó èç îñòàëüíûõ ñ ïîäõîäÿùèì ìíîæèòåëåì, 3) âû÷èòàåì
âòîðóþ ñòðîêó èç òðåòüåé 4 ðàçà, ïðèáàâëÿåì âòîðóþ ñòðîêó ê ÷åòâåðòîé, 4) âû÷åðêèâà-
åì íóëåâûå ñòðîêè - òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ. Íàøà èòîãîâàÿ ìàòðèöà ïðèáðåëà æåëàåìóþ
ôîðìó: íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íåíóëåâûå ÷èñëà, ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ - íóëè. Ïî-
ñëå ýòîãî ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ è ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû. Áàçèñíûé ìèíîð ïðè ýòîì - äâå ïåðâûå ñòðîêè è äâà ïåðâûõ ñòîëá-
öà. Íà èõ ïåðåñå÷åíèè ñòîèò ìàòðèöà ïîðÿäêà 2 ñ íåíóëåâûì îïðåäåëèòåëåì. Ïðè ýòîì,
âîçâðàùàÿñü ïî öåïî÷êå ïðåîáðàçîâàíèé â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ìîæíî ïðîñëåäèòü, îòêóäà
âîçíèêëà òà èëè èíàÿ ñòðîêà (òîò èëè èíîé ñòîëáåö) â êîíå÷íîé ìàòðèöå, ò.å. îïðåäåëèòü
áàçèñíûå ñòðîêè è ñòîëáöû â èñõîäíîé ìàòðèöå. Â äàííîì ñëó÷àå ïåðâûå äâå ñòðîêè è
ïåðâûå äâà ñòîëáöà îáðàçóþò áàçèñíûé ìèíîð.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ïóñòü A - ìàòðèöà òèïà (m,n) ðàíãà r1, B - ìàòðèöà òèïà
(p, n) ðàíãà r2. Îáúåäèíèì èõ ñòðîêè - ïîëó÷èì ìàòðèöó C. Ìîæíî ëè äàòü äâóñòîðîííþþ
îöåíêó ðàíãà ìàòðèöû C?

Çàäà÷è.
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1. Âû÷èñëèòü ðàíã ìàòðèöû
à)  1 2 1 1

2 4 2 2
3 6 3 5

 .

á) 
1 7 7 9
7 5 1 −1
4 2 −1 −3
−1 1 3 5

 .

â) 
2 1 11 2
1 0 4 −1
11 4 56 5
2 −1 5 −6

 .

ã) 
5 4 1 3
2 1 1 4
3 2 1 1
1 3 −2 2

 .

2. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî rang(A) = rang(AT ).
3. Ïóñòü A è B - ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòðîê. Äîêàçàòü, ÷òî

rang

(
A B
2A 3B

)
= rang(A) + rang(B).

4 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îáñóæäàþòñÿ 3 âîïðîñà: à) ñóùåñòâóåò ëè ðåøå-
íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, á) ñêîëüêî ðàçíûõ ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé, â) àëãîðèòì
ðåøåíèÿ. Íèæå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè, ïîçâîëÿþ-
ùèå èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû.

4.1 Òåîðåìà Êðàìåðà

4.1.1 Ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé, äâà íåèçâåñòíûõ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

a11x1 + a12x2 = b1, (17)

a21x1 + a22x2 = b2, (18)

÷èñëà aik, bi, i, k = 1, 2 ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, òðåáóåòñÿ íàéòè íåèçâåñòíûå x1, x2 . Ýòó
ñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü èñêëþ÷åíèåì íåèçâåñòíûõ. Íàïðèìåð, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå
íà a22 è âû÷òåì âòîðîå, óìíîæåííîå íà a12, ïîëó÷èì:

(a11a22 − a21a12)x1 = b1a22 − b2a12,
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òàê ÷òî åñëè a11a22 − a21a12 ̸= 0,

x1 =
b1a22 − b2a12
a11a22 − a21a12

. (19)

Åñëè âòîðîå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà a11 è âû÷åñòü èç íåãî ïåðâîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå
íà a21, ïîëó÷èì:

x2 =
a11b2 − a21b1
a11a22 − a21a12

. (20)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé (17)-(18)
íàçîâåì ìàòðèöó

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
,

ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû

B =

(
b1
b2

)
.

Òîãäà ôîðìóëû (19), (20) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 =
detC1

detA
, x2 =

detC2

detA
, (21)

ãäå ìàòðèöà Ck, k = 1, 2, ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A çàìåíîé åå k-òîãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö
B. Ôîðìóëû (21) íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Êðàìåðà äëÿ ñèñòåìû èç 2 óðàâíåíèé ñ äâóìÿ
íåèçâåñòíûìè. Îíè îïèñûâàþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â äàííîì ñëó÷àå.

4.1.2 Ñèñòåìà n óðàâíåíèé, n íåèçâåñòíûõ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè,

a11x1 + a12x2 + ....+ a1nxn = b1, (22)

a21x1 + a22x2 + ...+ a1nxn = b2, (23)

..................................................

an1x1 + an2x2 + ...+ annxn = bn. (24)

Ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçîâåì ìàòðèöó

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 . . . ann

 ,

îáðàçóåì ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû

B =
(
b1 b2 . . . bn

)T
.

Cïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà Êðàìåðà. Ïóñòü detA ̸= 0. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (22)-(24) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè:

xk =
detCk

detA
, k = 1, 2, ..., n, (25)

ãäå ìàòðèöà Ck ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A çàìåíîé åå k−ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì B.
Cîîòíîøåíèÿ (25) íàçûâàþòñÿ ïðàâèëîì Êðàìåðà.
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4.1.3 Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåâûðîæäåíà, äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáðàòíóþ ìàòðèöó. Óðàâíåíèÿ (22)-(24)
ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå ýêîíîìè÷íîì âèäå

n∑
m=1

akmxm = bk, k = 1, 2, ..., n. (26)

Äàëåå, ââåäåì ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ X = (x1, x2, ...., xn)
T , òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøå-

íèÿ (26) ìîæíî îïîçíàòü ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå, òàê ÷òî ñèñòåìó óðàâíåíèé (26) ìîæíî
çàïèñàòü â íàøèõ ìàòðè÷íûõ òåðìèíàõ â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ,

AX = B, (27)

ðåøåíèå êîòîðîãî óæå îïèñàíî ðàíåå â òåðìèíàõ îáðàòíîé ìàòðèöû:

X = A−1B.

Çàäà÷è. Ðåøèòü ñèñòåìû ìåòîäîì Êðàìåðà è ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû.
à)

x1 + x2 + 2x3 = −1,

2x1 − x2 + 2x3 = −4,

4x1 + x2 + 4x3 = −2.

á)
3x1 + 2x2 + x3 = 5,

2x1 + 3x2 + x3 = 1,

2x1 + x2 + 3x3 = 11.

â)
2x1 + x2 − x3 = 2,

3x1 + x2 − 2x3 = 3,

x1 + x3 = 3.

Â öåëîì ðåøåíèå ñèñòåì ìåòîäîì Êðàìåðà è ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû òðåáóåò âû-
ïîëíåíèÿ 2 óñëîâèé: ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû äîëæíà áûòü êâàäðàòíîé ( ò.å.
÷èñëî óðàâíåíèé äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ) è ýòà ìàòðèöà äîëæíà áûòü
íåâûðîæäåííîé. Ê òîìó æå ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ìåòîäîâ ñâÿçàíà ñ âåñüìà ãðî-
ìîçäêèìè âû÷èñëåíèÿìè, òàê ÷òî îíè èìåþò ëèøü òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íà ïðàêòèêå
èñïîëüçóþò ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîé â ðåàëèçàöèè ìåòîä Ãàóññà, êîòîðûé ê òîìó æå
ïîçâîëÿåò ðåøàòü è áîëåå îáùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ýòîò ìåòîä îïèñàí íèæå.
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4.2 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà

4.2.1 Îáùèå îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè,

a11x1 + a12x2 + ....+ a1nxn = b1, (28)

a21x1 + a22x2 + ...+ a1nxn = b2, (29)

..................................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm, (30)

Ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçîâåì ìàòðèöó

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 . . . amn

 ,

îáðàçóåì ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû

B =
(
b1 b2 . . . bm

)T
.

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (28)-(31) íàçûâàþò òàêîé íàáîð ÷èñåë
x1, x2, ..., xn, êîòîðûé ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèÿ îáðàùàåò âñå ýòè óðàâíåíèÿ â ðàâåí-
ñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (28)-(31) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ñòîëáåö
ïðàâûõ ÷àñòåé íóëåâîé. Åñëè ñòîëáåö B íåíóëåâîé, ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñèñòåìà óðàâíåíèé (28)-(31) ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

x1 + x2 = 1,

x1 + x2 = 2.

Î÷åâèäíî, ÷òî îíà íå èìååò ðåøåíèé.
Äàëåå, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

x1 + x2 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà èç îäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ èìååò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé.

Êðîìå òîãî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû Êðàìåðà, ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò èìåòü åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ðàçâèòü òåîðèþ, ïîçâîëÿþùóþ âûÿñíèòü â
îáùèõ òåðìèíàõ, êîãäà ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, êîãäà îíà èìååò ðåøåíèå è ñêîëüêî ðåøåíèé
îíà èìååò, è ïðåäñòàâèòü àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü ýòè ðåøåíèÿ.
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4.2.2 Ìåòîä Ãàóññà

Ìåòîä Ãàóññà ïîçâîëÿåò â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ òàê: ê ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû A äîáàâëÿþò ñïðàâà
ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé B. Ïðè ýòîì èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå: êàæäîé ñòðîêå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû îòâå÷àåò óðàâíåíèå ñèñòåìû.

Ìåòîä Ãàóññà îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ: ñóùåñòâóþò ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûå íå ìåíÿþò íàáîðà ðåøåíèé ñèñòåìû. Ïåðå÷èñëèì ýòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ óêàçàíèåì òîãî, êàê îíè âëèÿþò íà ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó.

1. Ïåðåñòàíîâêà óðàâíåíèé (ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû).
2. Óìíîæåíèå óðàâíåíèÿ íà íåíóëåâîå ÷èñëî (óìíîæåíèå ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

íà íåíóëåâîå ÷èñëî).
3. Âû÷èòàíèå èç îäíîãî óðàâíåíèÿ äðóãîãî, óìíîæåííîãî íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî (âû-

÷èòàíèå èç ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî).

4. Ïåðåñòàíîâêà äâóõ íåèçâåñòíûõ (ñ ó÷åòîì íåîáõîäèìîñòè îáðàòíîé çàìåíû ïåðåìåí-
íûõ ) (ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû).

Îïèøåì òåïåðü ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Ãàóññà. Îíà âêëþ÷àåò 2 øàãà: ïðÿìîé è îáðàòíûé.

1.Ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà. Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû óðàâíåíèé,

A =


a11 a12 a13 . . . a1n b1
a21 a22 a23 . . . a2n b2
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 . . . amn bm

 ,

è íàéäåì ñðåäè ÷èñåë aik ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 0. Ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ ïåðåìåñòèì
ýòî ÷èñëî â ïîçèöèþ (1, 1),

A 7→


a(1) . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

...
...

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

 .

Çàòåì èç âòîðîé, òðåòüåé è ïîñëåäóþùèõ ñòðîê âû÷èòàåì ïåðâóþ ñ ïîäõîäÿùèì ìíîæè-
òåëåì, òàê, ÷òîáû ïîä ÷èñëîì a(1) ïîÿâèëèñü íóëåâûå ýëåìåíòû,

A 7→


a(1) . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . .
...

...
...

. . .
...

...
0 . . . . . . . . . . . . . . .

 .

Çàòåì â ÷àñòè ìàòðèöû, íå âêëþ÷àþùåé ïåðâóþ ñòðîêó è ïîñëåäíèé ñòîëáåö, âíîâü èùåì
íåíóëåâîé ýëåìåíò a(2) è, ïåðåñòàâëÿÿ ñòðîêè è ñòîëáöû, ïîìåùàåì åãî íà ïîçèöèþ (2, 2),

A 7→


a(1) . . . . . . . . . . . . . . .
0 a(2) . . . . . . . . . . . .
...

...
...

. . .
...

...
0 . . . . . . . . . . . . . . .

 .
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Âû÷èòàÿ âòîðóþ ñòðîêó èç âñåõ ïîñëåäóþùèõ ñ ïîäõîäÿùèìè ìíîæèòåëÿìè, ïîëó÷àåì 0
âî âñåõ ýëåìåíòàõ, ñòîÿùèõ ïîä a(2),

A 7→


a(1) . . . . . . . . . . . . . . .
0 a(2) . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . . . . . . .
...

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . . . . . . . . . .

 .

Çàòåì â ÷àñòè ìàòðèöû, íå âêëþ÷àþùåé ïåðâóþ è âòîðóþ ñòðîêè è ïîñëåäíèé ñòîëáåö,
âíîâü èùåì íåíóëåâîé ýëåìåíò a(3) è, ïåðåñòàâëÿÿ ñòðîêè è ñòîëáöû, ïîìåùàåì åãî íà
ïîçèöèþ (3, 3) è ò.ä. Ïðîäîëæàÿ íàøó ïðîöåäóðó, ìû ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ìàòðèöó ê
ìàòðèöå, èìåþùåé "òðàïåöèåâèäíóþ"ôîðìó: íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ó òàêîé ìàòðèöû ñòîÿò
íåíóëåâûå ýëåìåíòû, à ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ - íóëè. Íàøà ïðîöåäóðà îñòàíîâèòñÿ,
êîãäà 1) ìû äîéäåì äî "äíà"ìàòðèöû, èëè 2) áóäåò íåâîçìîæíî íàéòè íåíóëåâîé ýëåìåíò
ñðåäè îñòàâøèõñÿ ñòðîê, ò.å. îñòàâøèåñÿ ñòðîêè ñîäåðæàò òîëüêî íóëè (çà âîçìîæíûì
èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà!). Íà ýòîì ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà çàêàí÷èâàåòñÿ. Åãî
ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàííàÿ ìàòðèöà.

2.Îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà. Ðàññìîòðèì âíèìàòåëüíî ïîñòðîåííóþ íà ïðåäûäó-
ùåì øàãå ìàòðèöó. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êàæäàÿ ñòðîêà ïîñòðîåííîé ìàòðèöû ïðåäñòàâ-
ëÿåò óðàâíåíèå, êîòîðîå îäíîçíà÷íî ïî íåé âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ðå-
øèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöå, ïîñòðîåííîé â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî
õîäà ìåòîäà Ãàóññà. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.

à) Îíà ñîäåðæèò ñòðîêè, ñîñòîÿùèå èç íóëåé, çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåãî
ñòîëáöà, êîòîðûå íå ðàâíû íóëþ,

A 7→


a(1) . . . . . . . . . . . . . . .
0 a(2) . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . . . . . . .
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 b∗

 ,

b∗ ̸= 0. Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, êàæäàÿ òàêàÿ ñòðîêà ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ, â
äàííîì ñëó÷àå - óðàâíåíèþ ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî ñòîèò
íå íîëü. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íåñîâìåñòíà.

á) Èòîãîâàÿ ìàòðèöà ñîäåðæèò ïîëíîñòüþ íóëåâûå ñòðîêè. Òàêèå ñòðîêè ñîîòâåòñòâó-
þò òðèâèàëüíîìó óðàâíåíèþ 0 = 0, èõ ìîæíî âû÷åðêíóòü. Äàëåå, r, ÷èñëî íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì âîçìîæíû 2 ñèòóàöèè:

á1) r = n - ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ. Ýòî ñèòóàöèÿ òåîðåìû Êðàìåðà,
êîãäà ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïî ïîñòðîåííîé ìàòðèöå âîñ-
ñòàíàâëèâàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðóþ ðåøàþò ñíèçó ââåðõ. Ïðè ýòîì íà êàæäîì
øàãå óðàâíåíèå òðèâèàëüíî.

á2) r < n. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò íåèçâåñòíûå ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè r, ïîëîæèòü
ðàâíûìè ïðîèçâîëüíûì êîíñòàíòàì (ò.å. íàïèñàòü ðàâåíñòâà xr+1 = α, xr+2 = β, ..., xn = γ,
ïðè÷åì α, β, ..., γ ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ), ïîäñòàâèòü ýòè çíà÷åíèÿ â
ïîñòðîåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé è ðåøàòü ýòè óðàâíåíèÿ ñíèçó ââåðõ. Ïðè ýòîì ìû
ïîëó÷èì íàáîð ðåøåíèé, çàâèñÿùèé îò n− r ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ - α, β, ..., γ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4,
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x2 − x3 + x4 = −3,

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,

−7x2 + 3x3 + x4 = −3.

Ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà

A =


1 −2 3 −4 4
0 1 −1 1 −3
1 3 0 −3 1
0 −7 3 1 −3

 .

Íà÷èíàåì ïðåîáðàçîâûâàòü ìàòðèöó. Â äàííîì ñëó÷àå â ïîçèöèè (1, 1) ñòîèò 1, òàê ÷òî íà
ïåðâîì øàãå ïåðåñòàíîâêó ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî íå ðåàëèçîâûâàòü. Âû÷èòàåì ïåðâóþ
ñòðîêó èç òðåòüåé, òàê ÷òî

A 7→


1 −2 3 −4 4
0 1 −1 1 −3
0 5 −3 1 −3
0 −7 3 1 −3

 .

È îïÿòü, â ïîçèöèè (2, 2) ñòîèò 1, òàê ÷òî è íà âòîðîì øàãå ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ñòîëáöîâ
íå òðåáóåòñÿ. Âû÷èòàåì âòîðóþ ñòðîêó èç òðåòüåé 5 ðàç, ïðèáàâëÿåì âòîðóþ ñòðîêó ê
÷åòâåðòîé 7 ðàç,

A 7→


1 −2 3 −4 4
0 1 −1 1 −3
0 0 2 −4 12
0 0 −4 8 −24

 .

Òðåòüþ ñòðîêó ìîæíî ñîêðàòèòü íà 2, ÷åòâåðòóþ - íà (-4),

A 7→


1 −2 3 −4 4
0 1 −1 1 −3
0 0 1 −2 6
0 0 1 −2 6

 .

Â ïîçèöèè (3, 3) ñòîèò 1, òàê ÷òî ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ñòîëáöîâ íà òðåòüåì øàãå íå íóæíà.
Âû÷èòàåì òðåòüþ ñòðîêó èç ÷åòâåðòîé,

A 7→


1 −2 3 −4 4
0 1 −1 1 −3
0 0 1 −2 6
0 0 0 0 0

 .

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîäåðæèò òîëüêî íóëè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó óðàâíåíèþ
0 = 0. Âû÷åðêèâàÿ åå, ïðèáûâàåì ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó ïðåîáðàçîâàííîé ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû:

A 7→

 1 −2 3 −4 4
0 1 −1 1 −3
0 0 1 −2 6

 .

Ýòà ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò 3 óðàâíåíèÿì. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí r = 3 (÷èñëî íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè), ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò 4 íåèçâåñòíûõ. Ñîãëàñíî ñõåìå
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ìåòîäà Ãàóññà, ïîëàãàåì: x4 = α, è íà÷èíàåì ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñíèçó ââåðõ.
Òðåòüå (íèæíåå!) óðàâíåíèå íàì äàåò:

x3 = 2α + 6.

Ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå óðàâíåíèå:

x2 − (2α+ 6) + α = −3,

òàê ÷òî
x2 = α + 3.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

x1 − 2(α + 3) + 3(2α + 6)− 4α = 4.

Â èòîãå
x1 = −8.

Âûïèøåì îòâåò öåëèêîì:

x1 = −8, x2 = α + 3, x3 = 2α + 6, x4 = α.

4.2.3 Îäíîðîäíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè â ïðàâûõ ÷à-
ñòÿõ âñåõ óðàâíåíèé ñòîÿò íóëè. Òàêèì îáðàçîì, ìû îáñóæäàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

a11x1 + a12x2 + ....+ a1nxn = 0, (31)

a21x1 + a22x2 + ...+ a1nxn = 0, (32)

..................................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = 0. (33)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêîíîìè÷íûõ îáîçíà÷åíèé ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

n∑
m=1

akmxm = 0, k = 1, 2, ..., n. (34)

Î÷åâèäíî, ÷òî ó ýòîé ñèñòåìû èìååòñÿ ðåøåíèå x1 = x2 = .... = xn = 0, ýòî ðåøåíèå íàçû-
âàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Öåíòðàëüíûé âîïðîñ, êîòîðûé îáñóæäàåòñÿ â äàííîì ïàðàãðàôå:
åñòü ëè ó ñèñòåìû óðàâíåíèé (31)-(33) íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ?

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé èìåëà íåòðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû
áûë ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè
íîâûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü x1, x2, ...., xn - ðåøåíèå ñèñòåìû (31)-(33). Îáðàçóåì ñòîëáåö ðåøåíèé
X = (x1, x2, ..., xn)

T .
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ñòîëáöû X1, X2, ..., Xk ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòîëáöû ðåøåíèé

ñèñòåìû (31)-(33). Òîãäà ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ñòîëáöîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñòîëáåö ðåøåíèé ñèñòåìû (31)-(33).

Òåîðåìà. Ïóñòü r = rang(A) < n, ÷èñëà íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû (31)-(33). Òîãäà
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1. Èìååòñÿ (n − r) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñòîëáöû
ðåøåíèé ñèñòåìû,

2. Ëþáîé äðóãîé ñòîëáåö, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñòîëáåö ðåøåíèé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ.

Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ îäíîé ôîðìóëû. Ïóñòü
X1, X2, ..., Xn−r, - òå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû-ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ
óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå. Òîãäà ëþáîé äðóãîé ñòîëáåö-ðåøåíèå èìååò âèä:

X =
n−r∑
k=1

λkXk, (35)

ò.å. ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé. Òàêîé ñòîëáåö-ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ îáùèì ðå-
øåíèåì ñèñòåìû (31)-(33) (èìåÿ â âèäó, ÷òî êîíñòàíòû λk, k = 1, 2, ..., (n − r), ìîãóò
ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå. Ñîîòíîøåíèå (35) îïèñûâàåò ñòðóêòóðó îáùåãî ðåøåíèÿ îä-
íîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñòîëáöû-ðåøåíèÿ Xk íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè
ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (31)-(33).

Çàäà÷è. Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé è ïîñòðîèòü ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ.
à)

−6x1 + 3x2 + 18x4 = 0,

5x1 − 7x2 + 9x3 − 24x4 = 0,

27x1 − 27x2 + 27x3 − 108x4 = 0.

á)
x1 − x2 − 3x4 = 0,

−6x1 + 7x2 − 2x3 + 20x4 = 0,

−9x1 + 11x2 − 4x3 + 31x4 = 0.

â)
−x1 + 2x2 − 3x3 − 4x4 = 0,

−x1 − 4x2 + 3x3 + 2x4 = 0,

−5x1 − 8x2 + 3x3 − 2x4 = 0.

ã)
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0,

x1 + 3x2 + 6x3 + 10x4 = 0,

x1 + 4x2 + 10x3 + 20x4 = 0.

4.2.4 Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Îáñóäèì òåïåðü íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êîòîðûõ íå âñå ÷èñëà
ðàâíû íóëþ,

a11x1 + a12x2 + ....+ a1nxn = b1, (36)

a21x1 + a22x2 + ...+ a1nxn = b2, (37)

..................................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm, (38)
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èëè, â áîëåå êðàòêîì âèäå,

n∑
p=1

akpxp = bk, k = 1, 2, ...,m.

Ñ ýòîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ìîæíî ñâÿçàòü 2 ìàòðèöû: ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ A è ðàñ-
øèðåííóþ ìàòðèöó Ã, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç A ïðèïèñûâàíèåì ñïðàâà ñòîëáöà ïðàâûõ
÷àñòåé B.

Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé (36)-(38) èìåëà õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, íåáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëîñü óñëîâèå

rang(A) = rang(Ã). (39)

Ïóñòü Xc - ðåøåíèå-ñòîëáåö ñèñòåìû (38) è X - ïðîèçâîëüíîå äðóãîå ðåøåíèå ýòîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñèñòåìó óðàâíåíèé (36)-(38) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ, òàê ÷òî òîò ôàêò, ÷òî Xc è X - ðåøåíèÿ-ñòîëáöû, ìîæíî
âûðàçèòü ñîîòíîøåíèÿìè:

AX = B,AXc = B.

Âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî è èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé, ïîëó-
÷àåì:

A(X −Xc) = 0,

ãäå ñïðàâà ñòîèò íóëåâîé ñòîëáåö. Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáåöX−Xc ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Âûøå îïèñàíî îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Èñïîëüçóÿ ýòî îïèñàíèå, ìû ïîëó÷àåì îïèñàíèå îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé:

X = Xc +
n−r∑
k=1

λkXk, (40)

ãäå Xc - êàêîå-òî ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, à Xk, k = 1, 2, ..., (n − r) -
ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé (ò.å. ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè) îäíîðîäíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Çàäà÷è.
Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà.
à)

−7x1 + 6x2 + 3x3 = 50,

−4x1 − 4x2 − 2x3 = 10,

6x1 + 3x2 − 3x3 = 0.

á)
−7x1 − 6x2 + 19x3 = −34,

−2x1 − 2x2 + 6x3 = −10,

−23x1 − 20x2 + 63x3 = 112.

â)
5x1 + 6x2 + 3x3 = 30,

−5x1 + 5x2 − 25x3 = 25,

20x1 − 9x2 + 78x3 = −45.
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ã)
x1 + 2x2 + 3x3 = 4,

2x1 + 3x2 + 4x3 = 1,

3x1 + 4x2 + 5x3 = 6.

ä)
2x1 − x2 + x3 − x4 = 1,

2x1 − x2 − 3x4 = 2,

3x1 − x3 + x4 = −3,

2x1 + 2x2 − 2x3 + 5x4 = −6.

5 Âåêòîðíûå / ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Â äàííîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ ïîíÿòèå âåêòîðíîãî (èíîãäà åãî íàçûâàþò ëèíåéíûì) ïðî-
ñòðàíñòâà. Ýòîò îáúåêò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ ðàçâèòèÿ îáùèõ ñòðóêòóð ëèíåéíîé àë-
ãåáðû.

5.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, à åãî ýëåìåíòû
u ∈ L - âåêòîðàìè, åñëè äëÿ åãî ýëåìåíòîâ çàäàíû 2 îïåðàöèè: ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ
(îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì +) è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà c ∈ R, òàê ÷òî
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ u, uk ∈ L
è ëþáûõ ÷èñåë c, cm ∈ R:

1. u1 + u2 = u2 + u1,
2. u1 + (u2 + u3) = (u1 + u2) + u3,
3. c(u1 + u2) = cu1 + cu2,
4. c1(c2u) = (c1c2)u,
5. 1 · u = u
6. Ñóùåñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò 0 ∈ L òàêîé, ÷òî 0 + u = u, 0 · u = 0, c · 0 = 0.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî n−ñòîëáöîâ. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòðèö, òàê ÷òî â

êà÷åñòâå îïåðàöèé ìû èñïîëüçóåì ìàòðè÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà îïåðàöèé, åñëè â êà-
÷åñòâå íóëåâîãî ýëåìåíòà âçÿòü íóëåâîé ñòîëáåö - ñòîëáåö, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû
0.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö òèïà (m,n). Â êà÷åñòâå îïåðàöèé ìû èñ-
ïîëüçóåì ìàòðè÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ âñå îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà îïåðàöèé, åñëè â êà÷åñòâå íóëåâîãî ýëåìåíòà
âçÿòü íóëåâóþ ìàòðèöó - ìàòðèöó òèïà (m,n), âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n ïåðåìåííîé x, ò.å. ìíîæåñòâî
ôóíêöèé âèäà

P (x) = a0 + a1 · x+ a2 · x2 + ....+ an · xn

(÷èñëà ak, k = 1, 2, ..., n íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìà P (x)). Íà ýòîì ìíîæå-
ñòâå ìîæíî ââåñòè åñòåñòâåííûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, òàê ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Íóëåâûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì ñ
íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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5.2 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u1, u2, ..., um ∈ L, ÷èñëà c1, c2, ..., cm ∈ R. Òîãäà âåêòîð

u =
m∑
k=1

ckuk

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ u1, u2, ..., um, à ÷èñëà c1, c2, ..., cm - êîýô-
ôèöèåíòàìè ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Ïðèìåð. Ïóñòü L - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 2-ñòîëáöîâ, u1 = (1, 0)T , u2 = (0, 1)T , òîãäà
èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè c1, c2 ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà u = c1u1 + c2u2 =
c1(1, 0)

T + c2(0, 1)
T = (c1, c2)

T .
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äëÿ çàäàííîãî íàáîðà âåêòîðîâ u1, u2, ..., um ∈ L ñóùåñòâóþò

÷èñëà c1, c2, ..., cm ∈ R òàêèå, ÷òî íå âñå îíè ðàâíû íóëþ, à ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

m∑
k=1

ckuk = 0

(ñïðàâà ñòîèò íóëåâîé âåêòîð!) Òîãäà âåêòîðà u1, u2, ..., um íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñè-
ìûìè. Åñëè ÷èñåë c1, c2, ..., cm ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íå ñóùåñòâóåò, âåêòîðà u1, u2, ..., um

íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.
Ïðèìåð. Ïóñòü L - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè 2, ðàññìîòðèì ñëå-

äóþùèé íàáîð ôóíêöèé: p1(x) = x, p2(x) = x + x2, p3(x) = 1 + 2x2. Ïðîâåðèì,
÷òî ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñîñòàâèì äëÿ ýòîãî èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
α1p1(x)+α2p2(x)+α3p3(x) = α3+x · (α1+α2)+x2 · (α2+2α3). Åñëè ýòîò ïîëèíîì ðàâíÿåòñÿ
íóëåâîìó ýëåìåíòó, òî α3 = 0, α1 +α2 = 0, α2 +2α3 = 0. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî
α1 = α2 = α3 = 0, ÷òî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé p1(x), p2(x), p3(x).

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîðà u1, u2, ..., um ∈ L áûëè ëèíåéíî çàâèñèìûìè,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäèí èç íèõ áûë ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

5.3 Áàçèñ è ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L ñóùåñòâóåò íàáîð âåêòîðîâ e1, e2, ..., en
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
2. Ëþáîé äðóãîé âåêòîð èç L ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé.
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðà e1, e2, ..., en îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L, à ÷èñëî n íà-

çûâàþò ðàçìåðíîñòüþ L.
Ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L îáîçíà÷àåòñÿ dimL.
Â îäíîì è òîì æå âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ðàçíûå áàçèñû.
Ïðèìåð. Ïóñòü L - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 2-ñòîëáöîâ. Ïîëîæèì e1 = (1, 0)T , e2 =

(0, 1)T , f1 = (1, 1)T , f2 = (1,−1)T . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè âåêòîðà â êàæäîé ïàðå
- ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ëþáîé âåêòîð u = (ξ1, ξ2)

T ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ýòèõ ïàð: u = ξ1e1 + ξ2e2 =

1
2
(ξ1 + ξ2)f1 +

1
2
(ξ1 − ξ2)f2.

Ïðèìåð. Ïóñòü L - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè 2, ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèé íàáîð ôóíêöèé: p1(x) = x, p2(x) = x + x2, p3(x) = 1 + 2x2. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòè ïîëèíîìû ñîñòàâëÿþò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èõ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
îáñóæäàëàñü âûøå. Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò f(x) = c1 + c2x+ c3x

2 ∈ L ìîæåò
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áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè α1p1(x) + α2p2(x) + α3p3(x) äëÿ ïîäõî-
äÿùèõ α1, α2, α3. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé p1(x), p2(x), p3(x) è ïðèðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷àåì òðè óðàâíåíèÿ: α3 = c1, α1 + α2 =
c2, α2 + 2α3 = c3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
α3 = c1, α2 = c3 − 2c1, α1 = c2 + 2c1 − c3.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u ∈ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî âåêòîðà
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà,

u =
n∑

k=1

ξkek.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëà ξk, k = 1, 2, ..., n, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà u â áàçèñå
e1, e2, ..., en.

Óòâåðæäåíèå. Êîîðäèíàòû âåêòîðà â äàííîì áàçèñå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.
Ïðèìåð. Ïóñòü L - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî n-ñòîëáöîâ. Ïîëîæèì e1 =

(1, 0, 0, ..., 0)T , e2 = (0, 1, 0, ..., 0)T , ...., en = (0, 0, ...., 0, 1)T . Òîãäà ëþáîé ñòîëáåö u =
(ξ1, ξ2, ..., ξn)

T =
∑n

k=1 ξkek, òàê ÷òî ÷èñëà ξk ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòû âåêòîðà u â
äàííîì áàçèñå.

Äîâîëüíî ÷àñòî â ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàåò çàäà÷à î ïðîâåðêå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé
íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, ñîñòàâëÿþò ëè îíè áàçèñ â äàííîì ïðîñòðàíñòâå,
èëè çàäà÷à î âûäåëåíèè â äàííîì íàáîðå âåêòîðîâ òàêîé ñîâîêóïíîñòè, êîòîðàÿ îáðàçóåò
áàçèñ. Âñå ýòè çàäà÷è ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î áàçèñíîì ìèíîðå. À èìåííî,
îáû÷íî âåêòîðà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî íåêîòîðîìó áàçèñó, òàê ÷òî ìîæ-
íî èõ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòðîê. Ñîñòàâèì èç ñòðîê ìàòðèöó, íàéäåì åå ðàíã è áàçèñíûé
ìèíîð. Ðàíã â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ðàâåí ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â íàøåì
íàáîðå, à ñòðîêè áàçèñíîãî ìèíîðà ñîîòâåòñòâóþò èñêîìûì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòî-
ðàì. Åñëè ðàíã ìàòðèöû áóäåò ðàâåí ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî íàéäåííûå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà ñîñòàâëÿþò åãî áàçèñ.

Çàäà÷è.
1. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñëåäóþùèå âåêòîðà:

a1 = (2,−3, 1), a2 = (3,−1, 5), a3 = (1, 3, 2).

2. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñëåäóþùèå âåêòîðà:

a1 = (1, 0, 0, 2, 5), a2 = (0, 1, 0, 3, 4), a3 = (0, 0, 1, 4, 7), a4 = (2,−3, 4, 11, 12).

3. Ïóñòü äàíû ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà v1, v2, ..., vn. ßâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè âåêòîðà v1 − v2, v2 − v3, ..., vn−1 − vn, vn?

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðîì âåêòîð b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèåé âåêòîðîâ a1, a2, a3.

a1 = (3, 2, 5), a2 = (2, 4, 7), a3 = (5, 6, 7), b = (1, 3, 5).

5. Ïóñòü dimL = n < m. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íàáîð m âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî
çàâèñèìûì.

6. Äàíû âåêòîðà a1 = (3,−2), a2 = (−2, 1), c = (7,−4). Ðàçëîæèòü âåêòîð c ïî
áàçèñó âåêòîðîâ a1, a2.

7. Äàíû âåêòîðà a1 = (3,−2, 1), a2 = (−1, 1,−2), a3 = (2, 1,−3), c = (11,−6, 5).
Ðàçëîæèòü âåêòîð c ïî áàçèñó âåêòîðîâ a1, a2, a3.
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5.4 Çàìåíà áàçèñà

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, áàçèñ â äàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ðàçíûìè
ñïîñîáàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à: îïèñàòü ñâÿçü ìåæäó áàçèñàìè.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íå çàâèñèò îò âûáîðà
áàçèñà (ò.å. ÷òî ëþáîé áàçèñ ñîäåðæèò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåêòîðîâ).

Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L çàäàíû áàçèñû e1, e2, ..., en è f1, f2, ..., fn. Ëþáîé
âåêòîð âòîðîãî áàçèñà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç âåêòîðà ïåðâîãî áàçèñà, òàê ÷òî

f1 = c11e1 + c21e2 + ...+ cn1en, (41)

f2 = c12e1 + c22e2 + ...+ cn2en, (42)

...................................................

fn = c1ne1 + c2ne2 + ...+ cnnen, (43)

èëè

fk =
n∑

m=1

cmkem, k = 1, 2, ..., n. (44)

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà

C =


c11 c21 c31 . . . cn1
c12 c22 c32 . . . cn2
...

...
...

. . .
...

c1n c2n c3n . . . cnn

 ,

ýëåìåíòû êîòîðîé ââåäåíû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (41)-(43), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé çà-
ìåíû áàçèñà {e1, e2, ..., en} íà áàçèñ {f1, f2, ..., fn}.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âûðàçèòü âåêòîðà áàçèñà e ÷åðåç âåêòîðà áàçèñà f :

e1 = b11f1 + b21f2 + ...+ bn1fn, (45)

e2 = b12f1 + b22f2 + ...+ bn2fn, (46)

...................................................

en = b1nf1 + b2nf2 + ...+ bnnfn, (47)

èëè

es =
n∑

k=1

bksfk, s = 1, 2, ..., n.

Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò ìàòðèöà B:

B =


b11 b21 b31 . . . bn1
b12 b22 b32 . . . bn2
...

...
...

. . .
...

b1n b2n b3n . . . bnn

 ,

Òåîðåìà. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà ê áàçèñó íåâûðîæäåíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ (41)-(43) â (45)-(47), ïîëó÷àåì:

es =
n∑

k=1

bks

(
n∑

m=1

cmkem

)
.
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Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ñòîÿò 2 êîíå÷íûå ñóììû. Äëÿ êîíå÷íûõ ñóìì, ñîãëàñíî ïðàâè-
ëàì îáû÷íîé àðèôìåòèêè, âîçìîæíà ïåðåñòàíîâêà ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ. Ðåàëèçóÿ åå,
ïîëó÷àåì:

es =
n∑

k=1

bks

(
n∑

m=1

cmkem

)
=

n∑
m=1

em

(
n∑

k=1

cmkbks

)
.

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà, è èñïîëüçóÿ åäèíñòâåííîñòü êîîðäèíàò âåêòîðà
(ò.å.êîýôôèöèåíòîâ ïðè em â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ), ïîëó÷àåì:

n∑
k=1

cmkbks = δms, (48)

ãäå δ-ñèìâîë Êðîíåêåðà îïðåäåëåí ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ: δms = 0, åñëè m ̸= s, δms = 1,
åñëè m = s. Â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (48) íåòðóäíî îïîçíàòü ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
ìàòðèö CT è BT . Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿò ýëåìåíòû åäèíè÷íîé ìàòðèöû E, êîòîðàÿ íà äèà-
ãîíàëè èìååò åäèíèöû, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû åå ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè
ðàâåíñòâî:

CTBT = E. (49)

Òðàíñïîíèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, íàõîäèì: BC = E. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì îïðåäåëèòåëåé, èìå-
åì:

det(B)det(C) = det(E) = 1.

òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû B, C íåâûðîæäåíû è îáðàòíû äðóã äðóãó.
Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ çàäàííûõ ñèñòåì âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Íàéòè
ìàòðèöó ïåðåõîäà îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé.

a1 = (1, 2, 1), a2 = (2, 3, 3), a3 = (3, 8, 2),

b1 = (3, 5, 8), b2 = (5, 14, 13), b3 = (1, 9, 2).

2. Êàê èçìåíèòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè
äâà âåêòîðà âòîðîãî áàçèñà?

5.5 Ïîñëåäîâàòåëüíûå çàìåíû áàçèñà

Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L ââåäåíû áàçèñû {e1, e2, ...., en}, {f1, f2, ...., fn},
{g1, g2, ...., gn}. Òîãäà ìîæíî ââåñòè ìàòðèöó C ïåðåõîäà îò áàçèñà {e} ê áàçèñó {f} è
ìàòðèöó D ïåðåõîäà îò áàçèñà {f} ê áàçèñó {g}, òàê ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

fk =
n∑

m=1

cmkem, k = 1, 2, ..., n.

gs =
n∑

k=1

dksfk, s = 1, 2, ..., n,

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâûå ñîîòíîøåíèÿ âî âòîðûå, ïîëó÷àåì:

gs =
n∑

k=1

dksfk =
n∑

k=1

dks

(
n∑

m=1

cmkem

)
=

n∑
m=1

em

(
n∑

k=1

cmkdks

)
, s = 1, 2, ..., n,
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B ïåðåõîäà îò áàçèñà {e} ê áàçèñó {g} èìååò âèä:

bms =
n∑

k=1

cmkdks, 1 ≤ m, s ≤ n.

Ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå BT = CTDT ,
èëè, òðàíñïîíèðóÿ, B = DC.

5.6 Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà

Ïóñòü âåêòîð X ïðèíàäëåæèò âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó L, âûáåðåì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
êàêîé-íèáóäü áàçèñ {e}. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ áàçèñà, âåêòîð X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà, è êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ,

X =
n∑

m=1

λmem, (50)

÷èñëà λm,m = 1, 2, ..., n - êîîðäèíàòû âåêòîðà X â áàçèñå {e}. Åñëè â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ââåñòè íîâûé áàçèñ {f}, òî âåêòîð X ìîæíî ïðåäñòàâèòü è èíûì ñïîñîáîì,

X =
n∑

k=1

ξkfk, (51)

÷èñëà ξk, k = 1, 2, ..., n - êîîðäèíàòû âåêòîðà X â íîâîì áàçèñå. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êîîðäèíàòû âåêòîðà â ñòàðîì è íîâîì áàçèñå?

Ïóñòü A -ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà {f} ê áàçèñó {e},

em =
n∑

k=1

akmfk,m = 1, 2, ..., n. (52)

Ïîäñòàâëÿÿ (52) â (50), ïîëó÷àåì:

X =
n∑

m=1

λm

(
n∑

k=1

akmfk

)
=

n∑
k=1

(
n∑

m=1

akmλm

)
fk. (53)

Êîîðäèíàòû âåêòîðà â áàçèñå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, òàê ÷òî ñðàâíèâàÿ (51) è (53),
ïîëó÷àåì:

ξk =
n∑

m=1

akmλm, k = 1, 2, ..., n. (54)

Åñëè âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà X ñîáðàòü â n−ñòîëáåö, Ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn)
T , Λ =

(λ1, λ2, ..., λn)
T , òî (54) â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèíèìàåò âèä:

Ξ = ATΛ.

Åñëè ìàòðèöà C îïèñûâàåò ïåðåõîä îò áàçèñà {e} ê áàçèñó {f}, òî ìû èìååì A = C−1, òàê
÷òî â èòîãå ïîëó÷àåì:

Ξ = (CT )−1Λ.

Ýòî è åñòü èñêîìîå ñîîòíîøåíèå, âûðàæàþùåå ñâÿçü êîîðäèíàò îäíîãî âåêòîðà â ðàçíûõ
áàçèñàõ.
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Çàäà÷è

1. Äàíû âåêòîðà a1 = (−2, 1, 7), a2 = (3,−3, 8), a3 = (5, 4,−1), c = (18, 25, 1).
Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðà a1, a2, a3 ñîñòàâëÿþò áàçèñ è ðàçëîæèòü âåêòîð c ïî áàçèñó âåêòîðîâ
a1, a2, a3.

2. Äàíû âåêòîðà a1 = (1, 2,−1,−2), a2 = (2, 3, 0,−1), a3 = (1, 2, 1, 4), a4 =
(1, 3,−1, 0), c = (7, 14,−1, 2). Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðà a1, a2, a3, a4 ñîñòàâëÿþò áàçèñ è ðàç-
ëîæèòü âåêòîð c ïî áàçèñó âåêòîðîâ a1, a2, a3, a4.

5.7 Ïîäïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü L - ïîäìíîæåñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L, îáëàäàþùåå ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ L è ëþáûõ ÷èñåë c1, c2 ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
c1u1 + c2u2 ∈ L. Òàêîå ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì L.

Ïðèìåð. Ïîäìíîæåñòâî L, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà, ÿâëÿåòñÿ ïîäðî-
ñòðàíñòâîì L. Ñàìî L òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà
íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè.

Îäíèì èç åñòåñòâåííûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ îáî-
ëî÷êà íåêîòîðîãî íàáîðà âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u1, u2, ..., uk ∈ L - íåêîòîðûé íàáîð âåêòîðîâ. Ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé - âåêòîðîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

∑k
s=1 csus äëÿ íåêîòîðûõ

÷èñåë c1, c2, ..., ck. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ u1, u2, ..., uk.
Óòâåðæäåíèå. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì L.
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.
Íåïîñðåäñòâåííî èç íàøèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ñàìî ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Çàäà÷è.
1. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1, L2 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî L1 ∈ L2, ëèáî L2 ∈ L1.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì.
3. Íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñëåäóþùåãî íàáîðà âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 0,−1), a2 = (2, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 1), a4 = (1, 2, 3, 4), a5 = (0, 1, 2, 3).

6 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

6.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü L - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ A : L → L íàçûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì, äåéñòâóþùèì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ L è ëþáûõ
÷èñåë c1, c2 âûïîëíÿåòñÿ: A(c1u1 + c2u2) = c1A(u1) + c2A(u2).

Îáîçíà÷åíèå. Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íà âåêòîð u îáîçíà÷àþò Au,
îïóñêàÿ ñêîáêè.

Ïðèìåðû.
1. Au = 0 - îïåðàòîð, êîòîðûé ëþáîìó âåêòîðó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íóëåâîé âåêòîð.
2. Au = u - òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
3. Au = λ · u - îïåðàòîð, êîòîðûé êàæäûé âåêòîð ðàñòÿãèâàåò â λ ðàç.
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4. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðîâàí áàçèñ e1, e2, ..., en, òàê ÷òî ëþáîé âåêòîð
u ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

u =
n∑

k=1

ζkek.

Âîçüìåì B, ïðîèçâîëüíóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n. Ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðî-
èòü ëèíåéíûé îïåðàòîð ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

ξm =
n∑

k=1

Bmkζk,

è ïîëîæèì v =
∑n

m=1 ξmem. Òàêèì îáðàçîì, ìû âåêòîðó u ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð
v, ò.å. çàäàëè îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî åñëè âûáèðàòü ðàçíûå áàçèñû,
òî ïðè çàäàííîé ìàòðèöå B ìû ïîëó÷èì ðàçíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû.

Äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ââåñòè åñòåñòâåííûå îïåðàöèè.
1. Ïóñòü äàíû äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà A è B. Ïîñòðîèì íîâûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ: u → Au + Bu. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî íîâîå îòîáðàæåíèå
ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Åãî îáîçíà÷àþò A+B.

2. Ïóñòü A - ëèíåéíûé îïåðàòîð, λ - íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïîñòðîèì íîâûé ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ: u → λ ·Au. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî íîâîå îòîáðàæåíèå
ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Åãî îáîçíà÷àþò λA.

Èòàê, íà ìíîæåñòâå âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå L, ìû ââåëè äâå îïåðàöèè - ñëîæåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è óìíîæåíèå ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà íà ÷èñëî. Íóëåâîé ëèíåéíûé îïåðàòîð - îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ëþ-
áîìó âåêòîðó íóëåâîé âåêòîð. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ ñàìî ñòàíîâèòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

6.2 Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäíèé ïðèìåð â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå ÿâëÿåòñÿ îáùèì. À èìåííî, ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L ôèêñèðîâàí áàçèñ
{e1, e2, ..., en}. Ðàññìîòðèì âåêòîðà Aek, k = 1, 2, ..., n. Ýòè âåêòîðà ìîæíî ðàçëîæèòü ïî
áàçèñó, òàê ÷òî ìû èìååì:

Aek =
n∑

m=1

αmkem (55)

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë αmk,m, k = 1, 2, ..., n. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà α.
Îïðåäåëåíèå . Ìàòðèöà α, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (55), íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé

ôîðìîé îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùåé áàçèñó {e1, e2, ..., en}.
Çàìå÷àíèå . Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (55), k−ûé ñòîëáåö ìàòðèöû α - ýòî ðàçëî-

æåíèå âåêòîðà Aek ïî áàçèñó âåêòîðîâ {e}.
Ïóñòü u =

∑n
k=1 ζkek è âû÷èñëèì Au:

Au = A

(
n∑

k=1

ζkek

)
=

n∑
k=1

ζkAek =
n∑

k=1

ζk

(
n∑

m=1

αmkem

)
=

n∑
m=1

em

(
n∑

k=1

αmkζk

)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âû÷èñëèëè êîîðäèíàòû âåêòîðà Au â áàçèñå {e1, e2, ..., en}. Åñëè ýòè
êîîðäèíàòû îáîçíà÷èòü ξm, m = 1, 2, ..., n, òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â
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âèäå:

ξm =
n∑

k=1

αmkζk.

Ýòî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëàìè ïîñëåäíåãî ïðèìåðà. Ýòîò ôàêò îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Åñëè
â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L ôèêñèðîâàí áàçèñ, ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð (â ÷àñòíîñòè,
îïèñàíèå åãî äåéñòâèÿ íà âåêòîðà) ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ åãî ìàòðè÷íîé ôîðìû -
èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ðàáîòàòü ñ ìàòðèöàìè âìåñòî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

6.3 Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà ïðè çàìåíå áà-

çèñà

Èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íîé ôîðìû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò, ÷òî îíà çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñà. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L çàäàíû ëèíåéíûé îïåðàòîð A è äâà
áàçèñà, {e} è {f}, òàê ÷òî

Aek =
n∑

r=1

αrker, k = 1, 2, ..., n, (56)

Afm =
n∑

s=1

βsmfs, m = 1, 2, ..., n, (57)

ft =
n∑

p=1

cptep, t = 1, 2, ..., n. (58)

Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè (56) îïðåäåëåíà ìàòðè÷íàÿ ôîðìà îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
áàçèñó {e}, â ïðàâîé ÷àñòè (57) - îïðåäåëåíà ìàòðè÷íàÿ ôîðìà îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ áàçèñó {f}, â ïðàâîé ÷àñòè (58) - ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà {e} ê áàçèñó {f}.
Íàøà çàäà÷à - óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè α è β. Äëÿ ýòîãî ìû ïîäñòàâëÿåì (58)
â ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè (57). Â ëåâîé ÷àñòè èìååì:

Afm = A

(
n∑

p=1

cpmep

)
=

n∑
p=1

cpm (Aep) =
n∑

p=1

cpm

(
n∑

r=1

αrper

)
=

n∑
r=1

er

(
n∑

p=1

αrpcpm

)
.

Â ïðàâîé ÷àñòè:

n∑
s=1

βsmfs =
n∑

s=1

βsm

(
n∑

r=1

crser

)
=

n∑
r=1

er

(
n∑

s=1

crsβsm

)
.

Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó îäíîçíà÷íî, òàê ÷òî, ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì:

n∑
p=1

αrpcpm =
n∑

s=1

crsβsm, r,m = 1, 2, ..., n.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ ìîæíî îïîçíàòü ðåçóëüòàò ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, òàê ÷òî â ìàòðè÷íîì
âèäå èìååì:

αCT = CTβ,
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èëè, â îêîí÷àòåëüíîì âèäå,
β = (CT )−1αCT .

Ýòà ôîðìóëà ñâÿçûâàåò ìàòðè÷íûå ôîðìû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-
ëè÷íûì áàçèñàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷è.
1. Äàíû äâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ

y1 = a11x1 + a12x2 + a13x3,
y2 = a21x1 + a22x2 + a23x3,
y3 = a31x1 + a32x2 + a33x3,


z1 = b11y1 + b12y2 + b13y3,
z2 = b21y1 + b22y2 + b23y3,
z3 = b31y1 + b32y2 + b33y3.

Ñðåäñòâàìè ìàòðè÷íîãî èñ÷èñëåíèÿ íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå, âûðàæàþùåå z1, z2, z3 ÷åðåç
x1, x2, x3.

à) 
y1 = x1 + 2x2 + 2x3,
y2 = −3x2 + x3,
y3 = 2x1 + 3x3,


z1 = 3y1 + y2,

z2 = y1 − 2y2 − y3,
z3 = 3y1 + 2y3.

á) 
y1 = 2x2,

y2 = −2x1 + 3x2 + 2x3,
y3 = 4x1 − x2 + 5x3,


z1 = −3y1 + y3,
z2 = 2y2 + y3,
z3 = −y2 + 3y3.

â) 
y1 = 4x1 + 3x2 + 2x3,
y2 = −2x1 + x2 − x3,
y3 = 3x1 + x2 + x3, ,


z1 = y1 − 2y2 − y3,
z2 = 3y1 + y2 + 2y3,
z3 = y1 + 2y2 + 2y3.

6.4 Ñîáñòâåííûå âåêòîðà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà

6.4.1 Îïðåäåëåíèå

Ñàìûé ïðîñòîé ëèíåéíûé îïåðàòîð - óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî λ. Ýòîò îïåðàòîð ïðîñòî
ðàñòÿãèâàåò âñå âåêòîðà â λ ðàç. Åãî ìàòðè÷íàÿ ôîðìà â ëþáîì áàçèñå - diag(λ, λ, ..., λ).
Ôèêñèðóåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè áàçèñ {e} â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L è ðàññìîòðèì ëè-
íåéíûé îïåðàòîð ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðè÷íîé ôîðìîé â ýòîì áàçèñå, α = diag(λ1, λ2, ..., λn).
Ýòîò îïåðàòîð, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìàòðè÷íîé ôîðìû, ðàñòÿãèâàåò ek â λk ðàç, ò.å.
Aek = λkek äëÿ âñåõ k = 1, 2, ..., n. Ñ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè óäîáíî ðàáîòàòü, äëÿ íèõ
ïðîñòî ñòðîèòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ìîæíî ïîëîæèòü
f(diag(λ1, λ2, ..., λn)) = diag(f(λ1), f(λ2), ..., f(λn)). Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: ïóñòü èìååòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð A, ìîæíî ëè âûáðàòü òàêîé áàçèñ â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ÷òîáû ìàòðè÷íàÿ ôîðìà îïåðàòîðà A áûëà äèàãîíàëüíîé â ýòîì áàçèñå?
Ýòîò âîïðîñ ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå . Ïóñòü äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð u è
÷èñëî λ òàêèå, ÷òî

Au = λ · u. (59)

Òîãäà âåêòîð u íàçûâàþò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, à ÷èñëî λ - ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà A. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
íàçûâàþò ñïåêòðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A.
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Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à : íàéòè äëÿ çàäàííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà åãî ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà. Ýòó çàäà÷ó íàçûâàþò çàäà÷åé î
ñïåêòðå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

6.4.2 Óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Ôèêñèðóåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
îí ðàç è íàâñåãäà çàäàí. Òîãäà, êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ ìàòðèö - ìàòðè÷íûõ ôîðì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.
Óðàâíåíèå (59) ïåðåïèøåì â âèäå

(α− λE)u = 0.

Çäåñü E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à α - ìàòðè÷íàÿ ôîðìà íàøåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A. Ýòî
ñîîòíîøåíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñèñòåìó n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ n íåèçâåñòíûõ -
êîîðäèíàò âåêòîðà u. Ïðè÷åì ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, è íàì ñëåäóåò íàéòè åå
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ðàíåå áûëî ïðèâåäåíî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ
- äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ñèñòåìû áûë ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.
Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë:

det(α− λE) = 0. (60)

Îïðåäåëåíèå . Óðàâíåíèå (60) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåìäëÿ ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà A.

Îïèøåì ñâîéñòâà ýòîãî óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèé. Åñëè åãî âûïèñûâàòü â ÿâíîì âèäå,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

(−1)nλn + ...+ det(A) = 0. (61)

Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ïîëèíîì ïî ïåðåìåííîé λ. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ñòåïåíè n. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ îá ýòèõ óðàâíåíèÿõ.

Ñïðàâêà îá àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ .
Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû . Óðàâíåíèå (61) èìååò ðåøåíèå íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè C.
Ñëåäñòâèå . Óðàâíåíèå (61) èìååò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñòîëüêî ðåøåíèé, êà-

êîâà åãî ñòåïåíü (ðåøåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

λ(λ− 1)2(λ+ 1)3 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå 6 ñòåïåíè. Îíî èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ: λ = 0, λ = 1, λ = −1, ïðè-
÷åì êðàòíîñòü ïåðâîãî ðåøåíèÿ ðàâíà 1 (òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþò ïðîñòûìè êîðíÿìè),
êðàòíîñòü âòîðîãî ðåøåíèÿ ðàâíà 2, êðàòíîñòü òðåòüåãî ðåøåíèÿ ðàâíà 3. Ðåøåíèÿ, êðàò-
íîñòü êîòîðûõ âûøå 1, íàçûâàþò êðàòíûìè . Â íàøåì ñëó÷àå 1+2+3=6. Óðàâíåíèÿ
ñòåïåíè n ≥ 5 íåâîçìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ðàäèêàëîâ (òåîðåìà Àáåëÿ-Ðóôôèíè). Äëÿ
óðàâíåíèé ñòåïåíè n = 2, 3, 4 òàêèå ÿâíûå ôîðìóëû ñóùåñòâóþò. Îäíàêî íà ïðàêòèêå
óðàâíåíèÿ âûñîêîé ñòåïåíè ìîæíî óñïåøíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ. Òàêèì îá-
ðàçîì, â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ïîñòðîèëè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (61).
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6.4.3 Ñîáñòâåííûå âåêòîðà

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî èçâåñòíîìó ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó λk. Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ

(α− λkE)u = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîîðäèíàò âåêòî-
ðà u - ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λk. Ïðè ýòîì äàííàÿ
ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òàê êàê ðàíã ýòîé ñèñòåìû ìåíüøå ÷èñëà íåèç-
âåñòíûõ. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà, ìîæíî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû âåêòîðà u.
Ïåðåáèðàÿ âñå çíà÷åíèÿ λk, k = 1, 2, ..., n, íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà
uk.

Ïðèìåð. Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, çàäàííîãî â íåêîòîðîì áàçèñå ñëåäóþùåé ìàòðèöåé:

A =

 5 −7 0
−3 1 0
12 6 −3

 .

Ìàòðèöà A− λE èìååò â äàííîì ñëó÷àå âèä:

A− λE =

 5− λ −7 0
−3 1− λ 0
12 6 −3− λ

 .

Âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëü det(A− λE) è âûïèñûâàåì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

det(A− λE) = −(λ+ 3)(λ2 − 6λ− 16) = 0.

Îòñþäà íàõîäèì 3 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ: λ1 = −3, λ2 = 8, λ3 = −2. Ìû ïîëó÷èëè 3
ñîáñâåííûõ çíà÷åíèÿ, âñå îíè èìåþò êðàòíîñòü 1, ò.å. ýòî ïðîñòûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà.
Âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà.

1. Ðàññìîòðèì λ1 = −3. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà u =
(u1, u2, u3)

T èìååò âèä:  8 −7 0
−3 4 0
12 6 0

 u1

u2

u3

 = 0,

ãäå ñïðàâà ñòîèò íóëåâîé 3-âåêòîð. Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ 3 íåèçâåñòíûõ èìååò ñëå-
äóþùåå ðåøåíèå: u = (0, 0, 1)T .

2. Ðàññìîòðèì λ2 = 8. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà u =
(u1, u2, u3)

T èìååò âèä:  −3 −7 0
−3 −7 0
12 6 5

 u1

u2

u3

 = 0,

ãäå ñïðàâà ñòîèò íóëåâîé 3-âåêòîð. Ýòà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ
u1, u2, u3 èìååò ðåøåíèå: u = (7,−3, 0)T .

3. Ðàññìîòðèì λ3 = −2. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà u =
(u1, u2, u3)

T èìååò âèä:  7 −7 0
−3 3 0
12 6 −1

 u1

u2

u3

 = 0,

ãäå ñïðàâà ñòîèò íóëåâîé 3-âåêòîð. Ýòà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ
u1, u2, u3 èìååò ðåøåíèå: u = (1, 1, 0)T .
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6.4.4 Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

Òåîðåìà. Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A - ïðîñòûå. Òîãäà íàáîð
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, îáðàçóåò áàçèñ âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà
A ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèì, òàê ÷òî
ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1, c2, ..., cn, íå âñå èç êîòîðûõ íóëè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:

n∑
k=1

ckuk = 0. (62)

Ðàññìîòðèì ñðåäè òàêèõ ôîðìóë òàêóþ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ,
è ïîäåéñòâóåì íà íåå îïåðàòîðîì A. Â ñèëó åãî ëèíåéíîñòè ïîëó÷àåì:

A

(
n∑

k=1

ckuk

)
=

n∑
k=1

ckAuk =
n∑

k=1

ckλkuk = 0. (63)

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, c1 ̸= 0. Óìíîæàÿ (62) íà λ1 è âû÷èòàÿ èç (63), ïîëó÷èì ñîîò-
íîøåíèå âèäà (62), íî ñîäåðæàùåå íà îäíî ñëàãàåìîå ìåíüøå. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
òåîðåìó.

Èòàê, â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïîÿâëÿåòñÿ áàçèñ, ñâÿçàííûé ñ äàííûì ëèíåéíûì îïåðàòî-
ðîì - áàçèñ åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ ôîðìó îïåðàòîðà â òàêîì
áàçèñå. Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, k-ûé ñòîëáåö ýòîé ìàòðèöû - ýòî ðàçëîæåíèå âåêòîðà Auk

ïî áàçèñó. Îäíàêî ïî îïðåäåëåíèþ Auk = λkuk, òàê ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå (òî, ÷òî âûïèñà-
íî â ïðàâîé ÷àñòè) ñîäåðæèò òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå è ïîñòðîåííàÿ ìàòðèöà îêàçûâàåòñÿ
äèàãîíàëüíîé. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìàòðè÷íàÿ ôîðìà îïåðàòîðà â
áàçèñå åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ðàâíà diag(λ1, λ2, ..., λn). Ïîýòîìó åñëè íåîáõîäèìî ðàç-
âèâàòü ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ðàçóìíî ðàáîòàòü â áàçèñå
åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Åñëè æå ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëèíåéíîãî îïåðàòîðà åñòü êðàòíûå, îïèñàíèå ñè-
òóàöèè ñòàíîâèòñÿ ñëîæíåå è ìîæåò âêëþ÷àòü òàê íàçûâàåìûå æîðäàíîâû êëåòêè. Ìû
îòîøëåì ÷èòàòåëÿ ê áîëåå ïðîäâèíóòûì ðóêîâîäñòâàì äëÿ èçó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñèòóàöèé.

Çàäà÷è.
Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â

íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöåé A.
1.

A =

 0 1 0
−3 4 0
−2 1 4

 .

2.

A =

 −3 2 0
−2 1 0
15 −7 4

 .

3.

A =

 4 0 5
7 −2 9
3 0 6

 .
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4.

A =

 −1 −2 12
0 4 3
0 5 6

 .

7 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

7.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

7.1.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ìû ðàññìîòðèâàåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî L.
Îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâ-

ëÿåò ïàðå âåêòîðîâ x, y ∈ L ÷èñëî (åãî îáîçíà÷àþò (x, y)), ïðè÷åì ýòà ôóíêöèÿ èìååò
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y, z ∈ L è ëþáîãî ÷èñëà λ

1. (x, y) = (y, x),
2. (x+ z, y) = (x, y) + (z, y),
3. (λx, y) = λ(x, y),
4. (x, x) ≥ 0, ïðè÷åì (x, x) = 0 ⇔ x = 0.
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

è âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàþò åâêëèäîâûì.
Ïåðâîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò ñèììåòðè÷íîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ñîìíîæèòåëÿì,

èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî îáà ñîìíîæèòåëÿ ðàâíîïðàâíû è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò
îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè îòíîñèòåëüíî îáîèõ ñîìíîæèòåëåé.

Íàëè÷èå â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè â âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå ðÿä ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîíÿòèé è îáúåêòîâ, çíàêîìûõ â "ñòàíäàðò-
íîé"òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè. Ê íèì îòíîñèòñÿ äëèíà âåêòîðà, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, ïðî-
åêöèÿ âåêòîðà íà íàïðàâëåíèå (îñü) è ò.ä.

Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî L -
ïðîñòðàíñòâî n-ñòîëáöîâ u = (u1, u2, ..., un)

T . Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ äâóõ òà-
êèõ ñòîëáöîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(u, v) = u1v1 + u2v2 + ...+ unvn.

Òàêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äîâîëüíî ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ (ò.å. åñëè ÿâ-
íûì îáðàçîì íå ââåäåíî äðóãîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå).

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ïîêàæèòå, ÷òî ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò
âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.

7.1.2 Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òîãäà èç ñâîéñòâ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ âåêòîðîâ u, v ∈ L:

|(u, v)|2 ≤ (u, u) · (v, v), (64)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî λ è çàïèøåì äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè w = u+ λv ñîîòíîøåíèå (w,w) ≥ 0:

(w,w) = (u+ λv, u+ λv) = (u, u) + λ · ((u, v) + (v, u)) + λ2 · (v, v)
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= (u, u) + 2λ · (u, v) + λ2 · (v, v) ≥ 0.

Çäåñü ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ìû èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, íàøå âûðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, ïðè÷åì íå
ïðèíèìàþùèé îòðèöàòåëüíîå çíà÷åïíèå íè ïðè êàêèõ λ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèñêðèìèíàíò
ýòîãî òðåõ÷ëåíà íåïîëîæèòåëåí:

D = 4(v, u)2 − 4(v, v)(u, u) ≤ 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (64).

7.1.3 Äëèíà âåêòîðà, óãëû ìåæäó âåêòîðàìè, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

Íàëè÷èå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè äëèíó âåêòîðà u ñîãëàñíî ñîîòíî-
øåíèþ:

|u| =
√
(u, u).

Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

|(u, v)| ≤ |u| · |v|.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Ìû ïîëàãàåì
óãîë α ìåæäó âåêòîðàìè u, v ∈ L îïðåäåëåííûì ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

cosα =
(u, v)

|u| · |v|
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ïî ìîäóëþ 1, òàê ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû
âåêòîðîâ óãîë ìåæäó íèìè îïðåäåëåí.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðà u, v íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè (u, v) = 0 (òàê ÷òî,
ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó îïðåäåëåíèþ, óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí π/2).

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò òàê íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà: äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ u, v ∈ L âûïîëíÿåòñÿ:

|u+ v| ≤ |u|+ |v|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì

|u+ v|2 = (u+ v, u+ v) = (u, u) + 2(u, v) + (v, v) ≤ |u|2 + 2|u||v|+ |v|2.

Èçâëåêàÿ êîðåíü, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

7.1.4 Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè åùå îäèí îáúåêò, èìåþùèé ïðèëîæåíèÿ â ãåî-
ìåòðèè. Ïóñòü e ∈ L - âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, |e| = 1.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêöèåé ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà u ∈ L íà âåêòîð e íàçûâàåòñÿ âåê-
òîð (u, e)e. Åãî èíîãäà íàçûâàþò òàêæå ïðîåêöèåé âåêòîðà u íà îñü (èìåÿ â âèäó, ÷òî
íàïðàâëåíèå îñè ôèêñèðóåòñÿ âåêòîðîì e).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð v = u−(u, e)e îðòîãîíàëåí âåêòîðó e: (v, e) =
(v, u− (u, e)e) = (v, u)− (v, u)(e, e) = 0.

Çàäà÷è.
1. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.
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à) u(4,−1), v(−1, 7).
á) u(2, 1), v(1,−37).
â) u(1, 0, 3), v(−4, 15, 1).
ã) u(2, 1, 1), v(−1, 7, 9).
2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, çàäàííûìè ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.
à) u(1,−1, 1), v(5, 1, 1).
á) u(1,−1, 1), v(2,−2, 2).
3. Äàíû âåêòîðà a = (3; 1; 2), b = (2; 7; 4), c = (5;−8; 10). Âû÷èñëèòü âåêòîð (a, b)c.
4. Âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà A(2;−3; 1), B(−1; 1; 1), C(−4; 5; 6), D(2;−3; 6). Âû÷èñ-

ëèòü êîñèíóñû åãî óãëîâ.
5. Âû÷èñëèòü âíóòðåííèé óãîë ïðè âåðøèíå B ó òðåóãîëüíèêà

A(−1;−2; 4), B(−4;−2; 0), C(3;−2; 1).
6. Âû÷èñëèòü óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
a) A(1;−2; 2), B(1; 4; 0), C(−4; 1; 1), D(−5;−5; 3).
á) A(−4;−4; 4), B(−3; 2; 3), C(2; 5; 1), D(3;−2; 2).
7. Äàíû âåêòîðà a(2;−1; 3), b(1;−3; 2), c(3; 2;−4). Âû÷èñëèòü âåêòîð x èç óñëîâèé

(x, a) = 10, (x, b) = 22, (x, c) = −40.
8. Íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì a = 3i−j+2k, b = −i+3j−k.
9. Íàéòè âåêòîð x, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì a = (2; 3;−1), b = (1;−2; 3) ïðè óñëî-

âèè, ÷òî (x, c) = −6, ãäå c = (2;−1; 1).
10. Äàíû äâà âåêòîðà a(3;−1; 5), b(1; 2;−3). Íàéòè âåêòîð x, ïåðïåíäèêóëÿðíûé îñè

OZ è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (x, a) = 9, (x, b) = −4.

7.2 Åâêëèäîâû âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè â ýòîì âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íàëè÷èå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîçâîëÿ-
åò ââåñòè äëèíó âåêòîðà, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, ïîíÿòèå ïðîåêöèè âåêòîðà íà îñü, ïîíÿòèå
îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ.

Ëåììà. Åñëè â íàáîðå âåêòîðîâ {u1, u2, ..., uk} âñå âåêòîðà íåíóëåâûå è îðòîãîíàëüíû
äðóã äðóãó, òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè ëèíåéíî çàâèñèìû, òàê ÷òî ñóùåñòâóþò
êîíñòàíòû λ1, λ2, ..., λk, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî

λ1u1 + λ2u2 + ...+ λkuk = 0.

Ïóñòü λ1 ̸= 0. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîé ñóììû ñ âåêòîðîì u1, ïîëó÷èì, â
ñèëó íàøèõ óñëîâèé è ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ñîìíîæèòåëÿì, ðàâåíñòâî
λ1(u1, u1) = 0. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òî u1 =
0. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. ÷.ò.ä.

Ëåììà (òåîðåìà Ïèôàãîðà). Åñëè u = u1+u2+...+uk, ïðè÷åì âñå âåêòîðà u1, u2, ..., uk

ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî

|u|2 = |u1|2 + |u2|2 + ...+ |uk|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì ñêàëÿðíî âåêòîð u ñàì íà ñåáÿ, ïîëó÷èì:

|u|2 = (u, u) = (u1 + u2 + ...+ uk, u1 + u2 + ...+ uk).
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Ðàñêðûâàåì ñêîáêè, èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ñîìíîæèòåëÿì,

|u|2 = (u1, u1) + (u1, u2) + ....(u1, uk) + (u2, u1) + (u2, u2) + (u2, u3) + ......+ (uk, uk).

Âñå ïðîèçâåäåíèÿ ñ íåðàâíûìè ñîìíîæèòåëÿìè ïðîïàäóò (â ñèëó ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíî-
ñòè âåêòîðîâ), òàê ÷òî â èòîãå:

|u|2 = (u1, u1) + (u2, u2) + ...+ (uk, uk) = |u1|2 + |u2|2 + ...+ |uk|2.

÷.ò.ä.
Ïðåäëîæåíèå. Â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå.
Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæ-

íî, ïîñëå ââåäåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ðàññìàòðèâàòü êàê åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Òåîðåìà. Â êîíå÷íî-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ èç âçàèìíî-

îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû (îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ).
Ïóñòü {e1, e2, ...., ek} - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-

ñòâà L, òàê ÷òî âåêòîðà ýòîãî áàçèñà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u ∈ L, è íàïèøåì åãî ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó {e1, e2, ...., ek},

u =
k∑

m=1

λmem.

Óìíîæèì ñêàëÿðíî ýòîò âåêòîð íà áàçèñíûé âåêòîð ep, ïîëó÷èì

(u, ep) = (
k∑

m=1

λmem, ep) =
k∑

m=1

λm(em, ep) = λp(ep, ep) = λp.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ λp, p = 1, 2, ..., k, êîîðäèíàò âåêòîðà u â
áàçèñå {e}, íàõîäèì ïðîñòóþ ôîðìóëó:

λp = (u, ep). (65)

Äàëåå, âû÷èñëèì äëèíó âåêòîðà u:

|u|2 = (
k∑

m=1

λmem,
k∑

s=1

λses) =
k∑

m=1

k∑
s=1

λmλs(em, es)

(çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî îáîèì ñîìíîæèòåëÿì).
Ïðîèçâåäåíèÿ (em, es) îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü òîãäà, êîãäà m = s, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå
îíè ðàâíû 1. Òàêèì îáðàçîì,

|u|2 =
k∑

m=1

λ2
m. (66)

Ñîîòíîøåíèÿ (65) è (66) ñëåäóþò èç îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà {e1, e2, ...., ek}, îíè ñóùå-
ñòâåííî óïðîùàþò ðàáîòó ñ âåêòîðàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçëîæåíèÿìè âåêòîðîâ ïî áàçèñàì,
êîòîðûå íå îáëàäàþò îðòîíîðìèðîâàííîñòüþ.

Çàäà÷è.
1. Äîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ëþáûõ âåêòîðîâ x = (x1, x2, ..., xn), y =

(y1, y2, ..., yn) åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(x, y) = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn,

45



êîãäà áàçèñ, â êîòîðîì âû÷èñëåíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì.
2. Ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðà îðòîãîíàëüíû è äîïîëíèòü ýòîò íàáîð äî îðòîãîíàëüíîãî

áàçèñà ïðîñòðàíñòâà. X1 = (1,−2, 2,−3), X2 = (2,−3, 2, 4).
3. Íàéòè âåêòîðà, äîïîëíÿþùèå ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ äî îðòîíîðìèðîâàííîãî

áàçèñà: X1 = (2/3, 1/3, 2/3), X2 = (1/3, 2/3,−2/3).

8 Ñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå L, íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ L âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå (Ax, y) = (x,Ay).

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, ïðè îáñóæäåíèè ìàòðè÷íîé ôîðìû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, åñëè
ôèêñèðîâàí áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ìîæíî
çàìåíèòü ðàññìîòðåíèåì ìàòðèöû - åãî ìàòðè÷íîé ôîðìû. Ïóñòü ýòîò áàçèñ {e1, e2, ...., ek}
áóäåò îðòîíîðìèðîâàííûì, αrt - ìàòðè÷íàÿ ôîðìà îïåðàòîðà A. Òîãäà

(Aes, ep) = (
k∑

r=1

αrser, ep) =
k∑

r=1

αrs(er, ep) = αps,

(es, Aep) = (es,
k∑

r=1

αrper) =
k∑

r=1

αrp(es, er) = αsp.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íàÿ ôîðìà ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íîé ìàòðèöåé - ìàòðèöåé α, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ α = αT . Ìîæíî ïðîâåðèòü è îá-
ðàòíîå - åñëè ìàòðè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, òî ñîîòâåòñòâóþùèé
ëèíåéíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Ñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû èãðàþò âàæíóþ
ðîëü â åñòåñòâîçíàíèè (îñîáåííî â ôèçèêå), òàê ÷òî ýòîò êëàññ îïåðàòîðîâ çàñëóæèâàåò
îòäåëüíîãî îáñóæäåíèÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü α - âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Òîãäà åå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ âåùåñòâåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ - ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû α, ïðè÷åì λ ̸= λ (ò.å. λ - íå
âåùåñòâåííà). Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà u èìååì:

αu = λ · u, αu = λu = λ · u, αu = α · u.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì: ÷èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû α,
u - ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Âû÷èñëèì (αu, u) äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ,
(αu, u) = (λu, u) = λ(u, u). Ïåðåáðàñûâàÿ ìàòðèöó íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü, ïîëó÷àåì:
(αu, u) = (u, αu) = (u, λu) = λ(u, u). Ïðè ýòîì (u, u) = (u, u) - âåùåñòâåííàÿ âåëè÷èíà,
îòëè÷íàÿ îò 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ = λ.

Òåîðåìà. Ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì
ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü αu1 = λ1u1, αu2 = λ2u2, λ1 ̸= λ2, α - ñèììåòðè÷íûé îïåðà-
òîð. Âû÷èñëèì (αu1, u2) äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, (αu1, u2) = λ1(u1, u2). Âî-âòîðûõ,
(αu1, u2) = (u1, αu2) = λ2(u1, u2). Ñðàâíèâàÿ, ïîëó÷àåì: (λ1 − λ2)(u1, u2) = 0, îòêóäà
(u1, u2) = 0.

Áîëåå ïðîäâèíóòîå ðàññìîòðåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Òåîðåìà. Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû äðóã

äðóãó.
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Òàêèì îáðàçîì, íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû îáðàçóþò îðòî-
ãîíàëüíûé áàçèñ, à åñëè âåòîðà áàçèñà ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîé äëèíå - îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ.

9 Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

9.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü L - êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. ×èñëîâàÿ âåùåñòâåííî-
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ A(x, y), àðãóìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà x, y ∈ L, íàçûâàåòñÿ
áèëèíåéíîé ôóíêöèåé (áèëèíåéíîé ôîðìîé), åñëè îíà ëèíåéíà ïî x ïðè êàæäîì ôèê-
ñèðîâàííîì y è ëèíåéíà ïî y ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x. Ëèíåéíîñòü ïî x îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë λ1, λ2 âûïîëíÿåòñÿ

A(λ1x1 + λ2x2, y) = λ1A(x1, y) + λ2A(x2, y).

Âûáåðåì áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L, âåêòîðà {e1, e2, ..., en} è ðàçëîæèì âåêòîðà x, y ïî
ýòîìó áàçèñó,

x =
n∑

k=1

xkek, y =
n∑

k=1

ykek.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ áèëèíåéíîñòü ôîðìû, ïîëó÷àåì:

A(x, y) = A(
n∑

k=1

xkek,
n∑

m=1

ymem) =
n∑

k,m=1

xkymA(ek, em) =
n∑

k,m=1

αkmxkym,

ãäå ìàòðèöà αkm îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì αkm = A(ek, em). Ðàçóìååòñÿ, îíà çàâèñèò îò
âûáîðà áàçèñà.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ A(x, x), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç áèëèíåéíîé ôîðìû A(x, y) ïðè ðàâåíñòâå âåê-
òîðíûõ àðãóìåíòîâ y = x.

Ïîäñòàâëÿÿ y = x, ïîëó÷èì:

A(x, x) =
n∑

k,m=1

αkmxkxm. (67)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîìó îïðåäåëåíèþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.
Îïðåäåëåíèå. Îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè îò ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xn íà-

çûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Â ÿâíîì âèäå

f(x1, x2, ..., xn) = α11x
2
1 + α12x1x2 + ....+ αnnx

2
n =

n∑
k,m=1

αkmxkxm.

Ïðè ýòîì, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà α ñ ýëåìåíòàìè αkm -
ñèììåòðè÷íàÿ.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ïî÷åìó ïðåäïîëîæåíèå î ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû αkm íå
óìåíüøàåò îáùíîñòè ðàññìîòðåíèé?

Ââåäåì âåêòîð-ñòîëáåö X = (x1, x2, ..., xn)
T . Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü f(x1, x2, ..., xn) â

áîëåå ñæàòîì âèäå f(x1, x2, ..., xn) = XTαX, èìåÿ â âèäó îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàò-
ðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.
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Èòàê, ïî áèëèíåéíîé ôîðìå ìîæíî ïîñòðîèòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó. Â îáðàòíóþ ñòî-
ðîíó ýòî ñîîòâåòñòâèå îáðàùàåòñÿ íå ñîâñåì òî÷íî - ïî êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ìîæíî âîñ-
ñòàíîâèòü "ñèììåòðè÷íóþ"÷àñòü áèëèíåéíîé ôîðìû ( èëè ñàìó áèëèíåéíóþ ôîðìó, åñëè
îíà áûëà ñèììåòðè÷íîé, ò.å. âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî A(x, y) = A(y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈ L).
Ýòî îáðàùåíèå ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû:

B(x, y) = [A(x+ y, x+ y)− A(x, x)− A(y, y)] /2 = [A(x, y) + A(y, x)] /2,

òàê ÷òî åñëè A(x, y) áûëà ñèììåòðè÷íîé, ìû èìååì: A(x, y) = B(x, y).

9.2 Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Åñëè ìàòðèöà α äèàãîíàëüíà, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (67) ïðèîáðåòàåò ïðîñòîé âèä,

A(x, x) =
n∑

k,m=1

βkx
2
k, βk = αkk. (68)

Îäíàêî äëÿ íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû α â ïðàâîé ÷àñòè (67) ñîäåðæàòñÿ è ïåðåêðåñòíûå
ñëàãàåìûå. Â òî æå âðåìÿ, êàê óïîìèíàëîñü âûøå, âèä ìàòðèöû α çàâèñèò îò âûáîðà
áàçèñà. Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.
Ìîæíî ëè çàìåíîé áàçèñà ïðèâåñòè åå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (68)?

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äëÿ äàííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A(x, x) ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ
{f1, f2, ..., fn} ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: åñëè ïðåäñòàâèòü âåêòîð x ∈ L â ýòîì áàçèñå,

x =
n∑

k=1

ηkfk,

òî äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî (íå çàâèñÿùåãî îò x) íàáîðà ÷èñåë λ1, λ2, ..., λn

A(x, x) =
n∑

k=1

λkη
2
k. (69)

Òîãäà áàçèñ {f1, f2, ..., fn} íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì ôîðìû A(x, x), à ïðåä-
ñòàâëåíèå (69) - êàíîíè÷åñêèì âèäîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A(x, x).

Òåîðåìà. Ëþáóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ïîñëå
ïåðåõîäà ê ñîîòâåòñòâóþùåìó áàçèñó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó ýêâèâàëåíòåí ëèíåéíîé çà-
ìåíå êîîðäèíàò âèäà

xk =
n∑

p=1

ckpyp

äëÿ ïîäõîäÿùèõ ÷èñåë ckp (ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóë çàìåíû êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíå
áàçèñà). Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå çàìåíû êîîðäèíàò âìåñòî çàìåí
áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè, ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n. Î÷åâèäíî, ïðè
n = 1 òåîðåìà âåðíà - êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé A(x, x) = µx2. Ïðåä-
îïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ n = N è äîêàæåì åå äëÿ n = N + 1. Âûïèøåì íàøó
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, âûäåëèâ ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå x1:

A(x, x) = α11x
2
1 + 2α12x1x2 + ....2α1nx1xn + g(x2, x3, ..., xn), (70)
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ãäå g(x2, x3, ..., xn) ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå x2, x3, , xn. Åñëè âñå
êîýôôèöèåíòû α11, α12, ..., α1n ðàâíû 0, íàøà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çàâèñèò òîëüêî îò
n − 1 = N ïåðåìåííûõ x2, x3, ..., xn, òàê ÷òî äëÿ íåå òåîðåìà âåðíà ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàíò, êîãäà íå âñå ýòè êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0.

1. α11 ̸= 0,

A(x, x) = α11

(
x2
1 +

2α12

α11

x1x2 + ....
2α1n

α11

x1xn

)
+ g(x2, x3, ..., xn).

Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò òàêîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ:

y1 = x1 +
α12

α11

x2 + ....
α1n

α11

xn, y2 = x2, ..., yn = xn.

Òîãäà â íîâûõ ïåðåìåííûõ

A(x, x) = α11y
2
1 + h(y2, y3, ...., yn),

ãäå h(y2, y3, ...., yn) - êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò N ïåðåìåííûõ. Ýòó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
ìîæíî ïðèâåñòè ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ y2, y3, ...., yn (íå òðîãàÿ y1) ê äèàãîíàëü-
íîìó âèäó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî
çàêàí÷èâàåòñÿ.

2. Ïóñòü òåïåðü α11 = 0, íî êàêîé-òî èç êîýôôèöèåíòîâ α12, α13, ..., α1n íå ðàâåí 0,
ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, α12 ̸= 0. Ïîëîæèì

x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2, x3 = y3, ..., xn = yn.

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (70) ïðèîáðåòàåò âèä:

A(x, x) = 2α12(y
2
1 − y22) + ...

Íåíóëåâîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå y21, òîëüêî îäíî, âûïèñàííîå ÿâíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè ï.1 è çàêàí÷èâàåì äîêàçàòåëüñòâî. ÷.ò.ä.

9.3 Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

Èòàê, ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû A(x, x) ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ {f1, f2, ..., fn}, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x,

x =
n∑

k=1

ηkfk, A(x, x) =
n∑

k=1

λkη
2
k.

Òàê êàê A(x, x) âåùåñòâåííî-çíà÷íà, è íàøè çàìåíû áàçèñà òàêæå âêëþ÷àþò òîëüêî âå-
ùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ÷èñëà λk âåùåñòâåííû. Ñðåäè ýòèõ ÷èñåë åñòü
ïîëîæèòåëüíûå, îòðèöàòåëüíûå è ðàâíûå íóëþ.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî n+ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë λk íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì èí-
äåêñîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A(x, x) , ÷èñëî n− îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë λk íàçûâàåòñÿ
îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ÷èñëî (n+ + n−) íàçûâàåòñÿ ðàí-
ãîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Åñëè n+ = n, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíîé.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ðåàëèçóåòñÿ
íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Âîçíèêàåò âîïðîñ: çàâèñÿò ëè ÷èñëà n+, n− îò âûáîðà áàçèñà,
â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà äèàãîíàëüíà?
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Òåîðåìà (çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì). Ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëü-
íûé èíäåêñû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ åå ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ äâà êàíîíè÷åñêèõ áàçèñà, {f}, {g}, òàê ÷òî ëþáîé
âåêòîð x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

x =
n∑

k=1

ηkfk =
n∑

m=1

ζmgm,

ïðè÷åì

A(x, x) =
n∑

k=1

λkη
2
k =

n∑
m=1

µmζ
2
m. (71)

Ïóñòü ñðåäè λk ïåðâûå p ïîëîæèòåëüíû, îñòàëüíûå ëèáî îòðèöàòåëüíû, ëèáî íóëè, ñðåäè
µm ïåðâûå s ïîëîæèòåëüíû, îñòàëüíûå ëèáî îòðèöàòåëüíû, ëèáî íóëåâûå. Íàì íåîáõîäèìî
äîêàçàòü, ÷òî p = s. Ïåðåïèøåì (71):

p∑
k=1

λkη
2
k −

n∑
m=s+1

µmζ
2
m = −

n∑
k=p+1

λkη
2
k +

s∑
m=1

µmζ
2
m, (72)

òàê ÷òî âñå ñëàãàåìûå â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p è s
íå ðàâíû, íàïðèìåð, p < s. Ïîñòàâèì òàêóþ çàäà÷ó: íàéòè òàêîé x, ÷òî ηk = 0, k = 1, 2, .., p,
ζm = 0,m = s + 1, s + 2, ..., n. Ïðè ýòîì ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ â
0. Íàøè óñëîâèÿ îçíà÷àþò p + n − s óñëîâèé íà âåêòîð x, ïðè÷åì êàæäîå óñëîâèå âû-
ðàæàåòñÿ â ëèíåéíîì óðàâíåíèè íà êîîðäèíàòû âåêòîðà x, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî 0.
Èòîãî èìååì p + n − s < n óðàâíåíèé íà âåêòîð â n- ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíîðîäíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìû ïîëó÷èëè, èìååò n íåèçâåñòíûõ (êîîðäèíàò âåêòîðà x)
è p + n − s óðàâíåíèé, òàê ÷òî ñîãëàñíî îáùèì òåîðåìàì î ñèñòåìàõ óðàâíåíèé èìååòñÿ
íåíóëåâîå ðåøåíèå, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð x. Â ëåâîé ÷àñòè (72) èìååì
0, â ïðàâîé ÷àñòè ïðèñóòñòâóþò ζm,m = 1, 2, ..., s ñ íåíóëåâûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîýô-
ôèöåíòàìè, îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè òîæå íåîòðèöàòåëüíû. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì: ζm = 0,m = 1, 2, ..., s. Â èòîãå âñå ζm = 0,m = 1, 2, ..., n, êîîðäèíàòû âåêòîðà x
â áàçèñå {g}, ðàâíû íóëþ, òàê ÷òî x - íóëåâîé âåêòîð. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ñîâïàäàþò ïîëîæèòåëüíûå èíäåêñû. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ñîâïàäàþò è îòðèöàòåëüíûå èíäåêñû. ÷.ò.ä.

Çàäà÷è.
1. Ïðåîáðàçîâàòü ê ñóììå êâàäðàòîâ êâàäðàòè÷íûå ôîðìû:
à) x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 + 4x2x3 + 5x2

3;
á) x1x2 + x2x3 + x3x1;
â) 2x2

1 + x2
2 − 4x1x2 − 4x2x3;

ã) 8x2 + 5y2 + 2z2 − 6yz + 4xz − 2xy.
2. Íàéòè òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðîì ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè:
à) 5x2

1 + x2
2 + λx2

3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3;
á) 2x2

1 + x2
2 + 3x2

3 + 2λx1x2 + 2x1x3.
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